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TRIGONOMETRIA ESFERICA.

Trlgonometna esférica es la ciencia que ensefia

& resolver los tridngulos esféricos. Esta se divide

como la rectilinpea en rectangula y obliquangula. ;
La rectdngula trata de los tridngulos esféricos rec

tangulos, y la obliquangula de los trlangulos obli-

quangulos. Esta parte de trigonometria es de gran-

de ntilidad en las facultades de esfera , geografia,

nautica y astronomia,

DEFINICIONES FIG. 1.

1 Circulo maximo enla esfera, es aquel cuyo
plano pasa por el centro de la esfera, y asi tiene
el mismo centro que la esfera y comun didmetro con
ella: de donde se infiere que los maximos, ABCD,
AECF, se cortan por medio en A y C, porque
siendo G centro comun de la esfera y maximos, y
por consiguiente AGC didmetro comun serdn ABC,
AEC &c. semicirculos.

Po-



2 Polos de un cireulo maximo son los pyntos
de Ia superficie de la esfera 1gualmeme distantes de
a’ circunferencia del circulo, como les puntos, A
y C son polos del maximo BEDF porque los ar-
cos BA, AE, AD y asimismo CB CE, CD, son
quadrantes de los circulos maximosg que constan de
go grados y por consiguiente son iguales,

Angulo esférico es el que sc forma en la sy-
perficie de la esfera con dos arcos de circulo maxi-
mo como BAE. Este dngulo es ignal al de la in-
clinacion de los planos de los circulos sobredichos,
y su medida es el arco BE, cuyo polo es el pun-~
to A, 6 C; y asi, BE tamb:en es medida del dn-
gulo BCE.

" De aqui se inflere lo primero, que los énguloa
opuestos BAE, BCE que distan un semicirculo,
son iguales, porque ticoen la medida comun EB. Lo
segundo: los dngulos vecinos BAE, EAD, son tan-
to como dos rectos, porque sus medldas BE ED
componen ¢l semicxrcuio BED que consta de 180
grados , valor de dos dngulos rectos. Lo tercero: los
angulos verticales OpUEstos BAE,FAD , son tam-
bien iguales 3 porque si de los dos sem1c1rculos igua-
les ERF , BFD se quita ¢l arco comun BF, queda-
rén BE, FI) ignales, que son medida de los dn-
gulos BAE, FAD. _
"4 Tridngulo esférico es el que se forma en 1a
superficie de la esfera con tres.arcos de circulo
maximo. Su denominacion es la misma que la del.
tridngulo rectilineo: si ticne un dngulo recto se Ha--
ma recténgulo si un dngulp obtuso, obtusangulo:,
y
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y si Jos tres dngulos, son agudos, acutangulo. Di-
cese equildtero, si los tres: lados son iguales: isGs
ccles, si dos lados son 1guales, y escaleno, si los
tres lados son desiguales. .-

CAPITULO L
DELASPROPIEDADES DE LOS

tridngulos esféricos.

PROPOSICION I. TEOREMA. i
Si dos tridgnguios esféricos tiemen dos ladoes del
uno iguales d&'dos lafas del otro, y los dngu-
los comprebendidos ignales : ¢ 5i la base del uno
es igual d la base del otro y los dngulos ads
wyacentes son iguales , los tridngulos serdn to-
talmente zgua!es
Tl—{ .
M 4sta proposicion corresponden ala 27 de'ty
seccion 8 de la Geometria Elemental , y 4 la pri-
mera parte de la 28 de la misma seccion, porque
hecha la sobreposicion se ajustardn perfectamente,

PROPOSICION II. TEOREMA.

En el triangulo esférico isdceles, los dngulos so-
bre la base son iguales:y i los dugulos sobre
la base son iguales , el tridugulo es isdreles.

E -

U_435ta proposicion s¢ demuestra por el corolario

2 de la proposicion 25, 9. 7 de la Geome-

. tria

[ J——



6
tria Elemental. Infierese de aqui que el tria’irgulo
equllatero es equxangulo, y al conurario.

[

PROPOSICION III. TEOREMA

Si dos tridngalos. esféricos tienen los tres lados
del uno iguales & los tres lados del otro cada

. ung dsu correspondiente, los tridngulos serin
totalmente iguales. .

J Demuestrase como fa 26 dela (5. 8 G. Elem)
PROPOSICION I.V TEOREMA

En qaaiqaz-entrzdﬂgwo esferzco ABC s 405 ?ac?os
-. BA, BC son mayores que el tercero AC. (fig. 2.)

DEMOSTRACION.

La-. distancia mas breve en la superficie de Ia es-
fera del punto A al punto C, es el arco del circulo
maximo AC, luego otra qualquier distancia ABC
serd mayor: luego los dos lados ]untos son mayo-
res que el tercero AC. .

PRO-



PROPOSICION V TEOREMA.

En qualquier tridngulo esferzca ABC. a/ mayar"

angulo C se opone el mayor lado AB, y al con-
trario. (ﬁg 7)

DEMOSTRACION

I Hagase el angulo BCD 1gual al énguio
B, y serdn (prop. 2.) DB, DC ignales: pero {p. 4.)
CD, DA 1untos son mayores que AC: luego DB
con DA 6 AB, es mayor que AC,

2 Si Tos angulos By C fueran ignales , los la-
dos AB, AC (p. 2.)sertan igoales. ¥ si C fuera
menor que B, AB (1. p.) seria menor que AC:
luego si AB & mayot que AC, e¢l-dngulo C és
mayor que B.

PROPOSICION VI TEOREMA.

En qwlqwer tridngulo esﬁrwa ABO n lada}
. €5 menor que el semicirculo y y: los tres Iados SO -
“menores que el czrcuio entero: (ﬁg z) e

DEMOSTRACION

. i 1]
. Cohtmuese BA EBC hasta que concuerar
en D y-serdan (def. 1. ) BAD; BCD semicirculos::
luégo tanto AB como- CB soh menores que el serni~
cxrcu!o Lo mismo-se demuestra.de AC.

En'
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2 En el tridngulo ADC, los lados DA CD

{p. 4. }-son mayores gue AC pero DA DC con
AB, CB, componen (def 1.) los scmiurculm DAB,
PCB: lucgo los tres lados AB, BC, AC son mé—
nores que ci circulo entero,

PROPOSICION Vi1, TEOREMA

Ln el trzangufo e.sﬁnzco ABC, 57 fas lades AB,
o AC juntos son iguales al semicirculo ) los dngu-
© los sobre la base BC son iguales d a’os rectos : st
i dickhos lados son mayores que el semicirculo, . los
angulos sobrela basg serdn mayor es que. das rec--
~dosy v si menores, los tales dngulos serdn.meno-
. res gue dos rectos )y al contrario (fig. 2) '

g Alargg;enséBA -BC. hasta que concurranen D
DEMOSTRACION. |

Lo primero por ser AB, AC ( por supaosicion) y
BAy\ AW (def. 1. ) iguales al semicirculo, AC, AD
serdn-ignales:luego (prop. 2.). el dnguloACD . es
igual al dngudor Divesto. e (defl-3:) al: dagulo B.
Pero los angolos ACB, ACD son iguales 4 dos rec-
tos: luego ACB,y'B seran iguales 4 dos rectos. Al
contrario : si cl dngulo ACD, fuere igual 41 dngulo
Bty por icousiguionte | 1ob aﬁguids BCA y.4B fire-
rem:tanto como - dos rectos;, serdntlos dngulosr ACD-
y-Broigualesy yi(ipi 2. )los lados AC, AD iserinil

1guales, peco-AB, cAD: som (deflx.) un isemicips-
: Cli~

5



culg: luego AB, AC son iguales al semicirculo.

Lo segundo, st AB, AC son mayores que un
semicirenlo, serd AC {consta de lo dicho) mayor
que AD: luego el 4ngulo D, opuesto al mayor la-
do, ¢ su igual B es (p. 5. ) mayor que el angula
ACD pero ACD y ACB son iguales 4 dos rectos:
luego ACB y B son mayores que dos rectos.
- Al contrario: 5i ACD es menor que el angu—-
Io B, 6 los dngunlos ACB y B son mayores que dos
-rect_os yserd el angulo ACD mepor que D, y (p. 5.)
el lado AC mayor que ADD: y como BAD sea se-
rhicirculo, los lados AB, AC -serzin mas que se-
mzcrrculo.

La tercera parte con su inversa se demuestra
del mismo modo.

COROLARIO. S

De To demostrado en- esta proposicion consta,
que ¢n un tridngulo esférico el dngulo externo pue-
de se¢ igual, menor, ¢ mayor que el éngulo in-
terno opuesto. : i :

PROPOSICION VI1I. TEQREMA,

En el tridngulo isdceles ABC, los dngulos sobre la
~base son-de la espeoze de Zas !ado.s- apuesto.r 3 ¥
al contrario. (fig, 3) L

Sean los Iados AB AC quadrantes. dlgo que
-_los dngulos By Cson rectos ;- - .
| B ‘ DE
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DEMOSTRACION,

Porque los lados AB, AC son iguales al semj-
eirculo , los dngulos B y C juntos son (p. . ) tanto
como dos rectos: y siendo (p. 2.) iguales, es for-
Z0SO -S€an rectos.

Al contrario: Siendo los dngulos B y C rec-
tos, los lados AB, AC son iguales al semicireulo:
y siendo estos (p. 2.) iguales, es preciso sean qua-

drantes.
Del mismo modo se demuestra por la segunda

parte , que si los lados AB, AC son mayores que
quadrantes ,  los ‘angulos B .y C son obtusos, y al
contrario: y por la tercera parte, si los lados AB,
AC son menores que quadrantes, los dngulos By
C seran agudos; y al contrario.

COROLARIOS.

"t En los tridngulos equildteros los dngulos son
de la especie de los lados, y al contrario j porque
qualesquiera dos lados son iguales: luego todos los
dngulos serdn de la especie de sus lados.

2 Los arcos de los maximos que pasan por
los polos de otro maximo, hacen con &l dngulos
tectos 3 y al contrario: porque siendo AB, AC
quadrantes, scrd A (def. 2.) polo del arco BC, y
los dngulos B y C rectos como estd demostrado;
‘y aF contrario: -si dos dngulos B y C son rectos,
los arcos AB, AC serdn ‘quadrantes, 'y (def. 2.)

Nk N A
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A polo de BC. De aqui es tambien que si B es 4n+
gulo recto, y BA quadrante, setd A polo de BC,
y AC asimismo quadrante.

PROPOSICION IX. TEOREMA.

En qualquier triangulo esférico ABC, prolonga-

~do un lado BC, el dngulo externo ACD es me-

* nor gue los dos internos opuestos Ay B,y los.
tres dngulos son mayores que dos rectos,y me=
nores que seis ( fig. 4.)

—
| ﬁcto es manificsto , quando el dngulo externo
ACD esigual 6 menor que el dngulo interno opues-
to B.

Sea ‘pues ¢l dngulo externo ACD mayor que
el angnlo interno opuesto B: hagase el angulo ECD
igual al dagulo B, y alargase BA hasta que con-
curra con CE y CA hasta F. -

DEMOSTRACION,

Por set el dngulo ECD ignata B, serdn los da-
gulos ECB y B iguales 4 dos rectos, (p. 7. } y los
lados EB, EC juntos, iguales al semicirculo: luego.
los lados EA, EC serdn menores que el semicireu-
lo: luego (p. 7.) el dngulo exterao EAF, y por,
consiguiente su vertical opoesto BAC, serd mayor

que ACE: luego los dos dngulos B y BAC son ma-
yores que los dos ACE , ECD, 6 que el externo
ACD, que es lo pnmero.
- Lo
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Lo segundo: porque siendo el dngulo extgrno
ACD menor que los dngulos intcrnos en Ay B, si
4 unay otra parte sc afiade el dngulo ACB, que-
dardn los tres dngulos Internos mayores que los an-
gulos ACD, ACB: pero estos son (def 3.) iguales
4 dos rectos; luego los tres dngulos interaos son

mayores que dos fectos.
- Lio tercero, porque los tres angulos internos de

un tridngulo con los tres cxternos (def. 3.) com-
ponen seis rectos, se sigue que los tres internos so-
los son menores que seis rectos.

L ' COROLARIO.

De 10 dlcho se mﬁere, que un triangulo esféri-
¢o puede tener tres dngulos rectos, dos rectos y un
obtuso, dos obtusus y un recto; y tres obtusos.

PROPOSICION X, TEQREMA.

En el tridngulo rectangulo, los lados que com-
prebende el dugulo recto, son de la especie de
-.sus dngulos opuestos , y al contrario (fig. 5.)

Sean los tx;iéngulos CAB,' DAB, EAB rectangu-
los en A, y sea el dangulo ABD recto, y serd el

dngulo ABC agudo, y ABE obtuso.
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DEMOSTRACION,

- En el tridngulo DAB porque los dngulos DAB,
DBA ; son recios, los lados DA, DB (p. 8.) se-
ran quadrantes: lpego el lado CA, que se opone al
apgulo agudo CBA, es mcnor que el quadrante
AD, y el lado EA, opuesto al dngulo obtuse ABE,
es mayor que el quadrante AD: luego qualquier
lado de los que comprehende el angulo recto es de
la especie de su @angulo opuesto.

Lo contrario se inficre de lo dicho.

PROPOSICION XI, TEOREMA.

En gqualquicr triangule rectangulo, si los dngu-
los obliquos , ¢ lades de los que comprebenden
el dngulo recto son de una especie, la bypote-
nusa serd wmenor que el quadrante; y si son

- de diferente especie, la bypotenusa serd mayor
que el quadrante.

Digo lo primero: que si cada uno de los lados
AB, BC (fig. 6.) del triangulo ABC rectangulo
¢en B es menor que el quadrante , la hypotenusa
AC serd menor que el quadrante.

Prolonguense los lados AB, BC hasta complir
los quadrantes AD, BF, y tirese el arco FD que
corte 4 la hypotenusa AC alargada en E.

DE

Foland
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DEMOSTRCAION,

Porque ¢l dngulo B es recto, y BF es un qua-
drante, el punto F sera (c. 2.p. 8.) polo del arco
BD y el dngulo D recto; y porque DA es va qua-
drante, el punto A, serd polo del arco DE y AE
(def. 2.) serd quadrante: luego la hypotenusa AC
es menor que el quadrante.

Asimismo, si cada uno de los lados AB, BC
(fig. 2.) del tr:angulo ABC, rectangulo en B es
mayor que quadrante, la hypotenusa AC es menot
que un quadrante: porque en el tridngnlo opuesto
DAC el dngulo D es recto por ser igual (def. 3.) 4
B, y cada uno de sus lados AD, CD (def. 1.) es
menor que el quadrante: luego por lo demostrado,
la hypotenusa AC, que es comun 4 uno y otro
tridngulo, es menor que el quadrante,

Digo lo segundo, que si el lado BG del tridn-
gulo CBG, rectdngulo en B, (fig. 6.) es mayor
que el quadrante y CB menor, la hypotcnusa CG
es mayor que el quadrante: porque en el tridngu-
lo opuesto ABC , los lados AB, BC, que compre-

henden el angulo recto B, son menores que gua-

drantes: luego por la primera parte de esta p, la hy-
potenusa AC, es menor que el quadrante y su com-
plemento al semicirculo CG, {que es la hypotenu-

sa del tridogulo opuesto CBG.) es mayor que el

quadrante.-.

Tambien si los dos angulos obhquos s0n de una
misma_especie, la hypotenusa serd menor que el
e qua-

L

~
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quadrante , y mayor si los tales angulos son de di-
ferente especie, porque por la (p. 70.) estos dn-
gulos son de la misma especie que los lados opuestos.

ESCOLIQ,

Esta proposicion no habla del tridngulo rectan-
gulo cuyos lados, & 4 lo menos uno de ellos sea
quadrante; porque si los dos lados que compre-
henden el dngulo recto son quadrantes, el tercer
Iado, & hypotenusa serd tambien quadrante (def. 3.)
por ser medida del dogunlo recto,y si un lado del
dngulo recto es quadrante, la hypotenusa tambien
lo sera (cor. 2. p. 8.) y sila hypotenusa es quadran-
te, un lado tambien lo serd.

PROPOSICION XII. TEOR EMA. !

En el tridngulo esferico obliquangulo ABC, si

los dngulos sobre la base som de uma especie,

la perpendicular tivada del dngulo vertical 4

la base cae dentro del triamguio; y fuera, si

dichos dngulos sobre ia base son de diferente
especie.

:g;do primero, sean los dngulos By C (fig. 13.)
agudos, digo que el perpendiculo AD, cae dentro
del tridngulo BAC, porque si cayera fuera, por
oponerse al dngulo agudo B y alobtuso ACE, (p.
10.) seria menor y mayor que quadrante, lo que
es absurdo ; luego cae dentro. Lo mismo se demues.
tra quando los angulos son obtusos.

Lo segundo, sean los dngulos B y C (fig. 13.)

. de

L]
3
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de diferente especie ; esto es B agudo, C obtusa, di-
go que el perpendiculo AD cae fuera del tridngulo
BAC, porque si cayera dentro, por oponerse al 4n-
gulo agndo By al obtuso ACB, seria ( p. ro.) me-
nor y mayor que quadrante; lo que es absurdo;

luego caerd fuera,
PROPOSICION XIII, TEOREMA.

En el triangulo esfeérico acutingulo ABC cada
lado es menor que el quadrante (fig. 12.)

DEMOSTRACION,

?orque los 4ngulos B y C sobre 1a base son agu-
dos, el perpendiculo AD (p. 12.) cae dentro del
“tridngulo : luego en el tridngulo rectangulo ADC,
por ser los dngulos CAD, DCA de la misma es-
‘pecie agudos, serd (p. 11. la hypotenusa AC me-
nor que el quadrante; luego, el lado AC es menor
que el quadrante. _ -

Lo mismo se demuestra del lado AB. Y tiran-
do el perpendicuio del dngulo C sobre AB, se de-
‘mostrara sambien que CB. es menor que el qua-
drante : Iuego cada lado es menar que ¢l quadrante,

No al contrario, porque tres lados meno-
res que el quadrante pueden tencr un dngulo ob-
tuso. -

W | o - €0-
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COROLARIO. (FIG. 2.)

Si en el triangulo BAC, dos dngulos BAC,
BCA son obtusos, y el tercer angulo B es agudo,
los lados BA, BC opuestos 4 los dngulos obtusos,
serdn mayores que ¢l quadrante, y el tercer lado
opuesto al dngulo agudo, sera menor que el qua-
drante , poraue todos fos dngulos del triangulo opues-
to ADC (def. 3.) serdp agudos: luego cada uno de
sus lados serd menor que el guadrante 3 luego (defl
1.} AB, BC son mayores que quadrantes , y AC
menor.

PROPOSICION XIV. TEOREMA,

Si un tridngulo esférico ABC tiene un lado AC
5o menor que guadrante |y por contermings dos
dngulos BAC, BCA obtusos, ¢/ tercer dngulo
B serd tambien obtuso (fig. 2.)

DEMOSTRACION,

Si el dngulo B no es obtuso, serd recto & agu-
do. No es recto, porque siendo los dogulos BAC,
BCA de una especne obtusoss la hypotenusa 6 lado
AC (p. 11.) serd mesor que elquadrante, que es
contra lo supuesto. No es agudo, porque. los tres
angulos de un tridngulo opuesto ADC {defi. 3.)sex
rian agudos y entonces: AC seria (p.. 1'3.) menor que
el quadrante, que es asiimismo contra lo supuesto: lue~
go ¢l dngulo en B es obiuso.

- C CO-

]
T
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f . COROLARIOS.

. 1 Si los dngulos DAC DCA son agudos, vy el
lado AC del tridngulo ADC no es menor que el
guadrante , el tercer dngulo D serd obtuso, porque
en el tridngulo opuesto ABC los dngulos BAC, BCA
(def 3.) son obtusvs, y AC es (por sup.) no me-
nor que guadrante : fuego (por esta p.) el dngulo B
es obtuso: luego su igual D (def. 3.} serd obtuso,

2 Gi el lado AD es menor que el quadrante,
y-los dngulos D obtuso, y DAC agudo, cl dngulo
DCA es agvdo: porque en el tridogulo opuesto
CAB los dngulos B y CAB (def. 3.) son obtusos,
y el lado AB mayor que quadrante: luego (por
esta p. ) el angulo ACB serd obtuso, y DCA agudo.

.PROPOSICION XV TEOREMA.

En el tridngulo obliquingulo que tiene cada uno
de sus lados mayor que el quadrante; d el uno
guadrante ,y cada uno de los otros mayor gue

- el guadrante, sus tres dngulos serdn 0btusos

(fig. 7.)

Sea el tridngnlo ABC cuyos tres Jados sean ma-
yores que quadrantes, y el menor de ellos BC digo
que cada uno de sus dngules es obtuso.

Cortese BD igual al menor lado BC y tirese el

a.rco DC.
- R . DE
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DEMOSTR ACION.

" En ¢l tridngulo iséeeles DBC, los lados BC
BD son mayores que quadrantes: luego (p.8.) los dn-
gulos BDC, BCD seran obtusos, y mas lo serd BCA.
De! mismo modo se demuesira que- ¢l dngulo B es
obtuso. Mas porque en cl tridngulo ABC el lado
BC es mayor que el quadrante y los dngulosen B y
C son obtusos, el tercer 4ngulo A (p. 14.) serd
tambien obtuso que es lo primero.

Lo segundo, sea cada uno de los lados AB, AC
mayor que quadrante, y la base BC sea quadrante.
Cortese BD, igual 4 BC y tirese el arco DG,

DEMOSTRACION.

En el tridngulo BIIC los lados BD, BC son qua-
drantes, luego {p. 8.) los dngulos BCD, BDC se-
rdn reftos, luego. el dngulo BCA es obtuso.

Del mismmo modo se demostrard que el 4dogu-
lIo B esobtuso, y el tercer Angulo A (p. 14.) es
asimismo obtuso. _

No al contrario, porque el tridngulo ADC (fig,
2.) coyos tres lados son menores que quadrantes,
puede tener el dngulo D obtuso, y el tridngulo
opuesto ABC tendrd {def. 3.) sus tres dngulos ob-.
tusos , y el lado AC menor que quadrante,

CO-



2¢
-COROLARIOS,

1 Si en un tridngulo DAC, dos lados DA
DC son menores que quadrantes, y el tercer lado
AC no es menor que el quadrante, el dngulo D,
opuesto al mayor lado, es obtuso, y los dos res-
tantes agudos ;.porque en el tridngulo opuesto ABC,
Ios lados AB, CB.(def. 1.) son mayores que qua-
drantes, y el lado AC (por sup.) no ¢s menor que
el quadrante, todos sus dngulos son obtusos: lue-
go (def. 3.) el angulo en D es obtuso, y los dngu-~
los DAC, DCA agudaos.

-2 Si enel triangulo obllquangulo algun angulo
fuere agudo , algun lado serd menor que el quadran-
te: porque si todos fucsen mayores que quadrantes,
6 dos mayores que quadrantes y uno quadrante , to-
dos los dngulos serian obtusos.

CAPITULO 1L

DE LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES
para las resoluciores de los triangulos esféricos .
' ~ rectangulos.

SUN los tridngulos rectangulos esféricos el lado
opuesto al dngulo recto se llama, camo en los rec-
tilineos, hypotenusa, y los otros se quedan con el
nombre general de lados.

wid _ . PRO-
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PROPOSICION XVI. TEOREMA.

En el tridnguio esferico rectangulo ABC , cuyos
tres lades som mencres que quadrantes , el seno
ae iq bypotenusa AB es al sevo del dngulo recto
C ¢ radio: como of seno del lado BC aé seno del
dngulo agudo opuesto BAC (fig. 8.)

Sea D el centro de la esféra, y las rectas DA,
DB, DC comunes sccciones de los circulos AB, BC,
AC, del punto B tircnse las rectas BE | BF perpen—
diculares 4 los radios DC, DA y serda BE seno
del arco BC y BF seno del arco BA, tirese 1a
recta FL.

DEMOSTRACION.,

Porque el dngulo C es recto, sera el plano BDC
(def. 3.) recto al plano ADC y la recta BE que
es perpendicudar at radio DC lo serd (def. 4. L 11,
Eucl. ) al plano ADC: locgo (defin. 3. L 11
Eucl) el dngulo BEF es recto, y por tanto igual al
angulo esfecico C. Asimismo porque 2 los planos
inclinados ADC, ADB los corta el plano BFE
recto {p. 18. L 11. Kucl.) & el uno ADC vy de las
secciones BF, FE, Ia una BF s (por const.) per-
pendicolar 4 la comun seccion AD, lo serd tam-
biep (Sch.p. 19.1 11. Eve.) Ia otra FE: luego
(def 5. L 11, Euc.) el dngulo BFE es el de la
inclinacion de los planos ADB, ADC el qual (def,
3.} esigual al dngulo esférico A,

Fi-
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Finalmente en el tridngulo plano BFF, [a hy-
poteausa BF al seno del angulo reete B ¥ cs (p.
3.-de i Trig.) como el lado BE al seno del dn-
gulo opuesto BFE 3 pero los dngulos BEF , BFE
son iguales a los dngulus esféricos Cy A: y BF,
BE son scuos de los lados BA BC: luego ¢l scno
de la hypotenusa BA al seno del dogulo C 6 ra-
dio es como el seno del [ado BC al seno del angu-
10 opuesto BAC,

ESCOLIO.

En el triangulo CBG (fig. 6. ) rectangulo en B
que ticne el dngulo BCG obtuso, tambien son pro-
porcionales los senos de los dngulos con los lados
opuestos 5 porque en el tridngulo rectangulo ABC
el seno del angulo recto ABC alseno de la hy-
potenusa AC es como el senn del dngulo agudo
ACB al seno del lado opuesto AB como se ha de-
masteado 5 pero los dngulos ACB, BCG y los la-
dos AC, CG y AB, BG cada dos tienen un mismo
seno (def. 3. de la Trigon. ) porque son unos de
otros complementos al semicirculo: luego el ra-
dio al seno de la hypotenusa CG, es como el se-
no del angulo BCG, al seno del lado opuesto BG.

" PRO-
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PROPOSICION XVII. TEOREMA.

En el tridngulo esférico rectangulo ABC el seno-
del fado AC con termino al dngulo Aes dla
tangente del lado CB opuesto d dicho dngulo, co~
mo ¢l seno del dugulo recto C ¢ radio & la tan-
gente del dngulo A, (fig. 9.)

E}el punto C, tiresc la recta CF perpendicular al
radio DA que serd seno del lado AC, y sobre DC
levantese la perpendicular CE en el plano del cir~
culo BDC que sera tangente del arco CB por encon-
trar 4 DB prolongada en E : tirese la recta EF

(fig- 9
DEMOSTRACION.,.

Los dngulos FCE, CFE del tridngulo plano
EFC se demvesiran como en la antecedente ser
iguales 4 los angulos esféricos BCA, BAC.

Mas, porgue en el tridngulo plano ECF el lado
Ctoes(p. 2. S. 2. de la Trig. p.) al lado CE como-
el radio 4 la tangente del dngulo CFE y CK es seno
del lado CA, CE tanpente del lado CB, y losdn-
gulos planos ECF, EFC iguales 4 los esféricos C
y A, sesigue que CF seno del lado CA es 4 CE
tangente del otro BC como el seno del 4ngulo recto
6 radio a la tangente del dngulo A y alternando, &
invirtiendo &c. '

CA-



' CAPITULO III.
PDE LA RESOLUCION DE LOS TRIANGU-

los esféricas rectangulos,

._Jf_{m los dos teoremas del capitulo antecedente se
funda toda la resolucion de los tridngulos esféricos
rectangulos 5 pero antes de pasar & ella se deben no-
tar las observaciones siguientes.

OBSERVACIONES,

X Slempre que en la analogia entre la hypote-
nusa, 6 conocida, & que sc busca, sc funda la re-
solucion en la proposicion 10 por ser la proporcion
de senos de lados 4 angulos opuestos, y al contra-
rio: pero quando la hypotenusa noentra en la ana-
logia, se fundard en la proposicion 1%, por ser en-
tonces la proporcion de senos 4 tangentes, y al
contrarlo. :

Quando en un tridngulo esférico CGF rec-
tangulo en (G {fig. 10.) que se pretende resolver, no
tuviese cabida con los tres terminos, conoudos una
de las dos analogias dichas; se prolongardn los la-
dos GF,y CF que comprehenden uno de los 4n-
gulos obliquos hasta los puntos E y L, de modo,
que tanto E(r como Cl sean quadrcmtes, y jun-
tando los extremos E y L con el arco de circulo
maximo EL, resuitard un mdngulo ELF rectangu-

lo en L cuyos lados, y dngulos serdn iguales 4 los
del

(LN
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del tridngulo dado CGF , 6 4 sus complementos.
Efectivamente , si se prolongan los lados CG , y EL
hasta que concurmn en H; se tendra que por ser
GE un quadrante, y el dngulo CGF 0 su vecino
EGH rectos, serd (Cor. 2. p. 8.) el punto E po-
lo del arco CG, el arco EH un quadrante, y el
dngulo en H recto, y (escol. p. x1.) serd el arco
CH otro quadrante : luego ( defi. 3.) el punto C es
polo de LE y el dogulo CLH ¢ su vecino FLE es
(p. 8.) recto.

Supuesto esto, es evidente que el dngulo L,
es igual al angulo G por rectos, el angulo EFL
ignal al dogule CFG por verticales opuestos. El
lado LE que es complemento de I.H lo es tambien
del dngulo FCG de quien el arco LH ( defi. 3.) es
medida; FL es complemento de CF, y el dngulo
E cuya medida es GH es complemento de CG por
serlo tambien el arco GH: Juego se verifica que las
partes del mangulo CGF , son iguales 4 las del
tridngnio EFL 6 4 sus complementos.

Del mismo modo en el tridngulo CBA prolon-
gando los Jados FC y GC que comprehenden el dn-
gulo GCF hasta cumplir los quadrantes GA, vy FE,
tirando ¢l arco de circulo magimo AB que prolorl-
gado concurra en K con la prolongacion del lado
FG , se tendra como en el tridngulo anterior que las
parttes del iriangulo CGF son tguales 4 las del trian-
gulo ABC, 6 4 sus complementos, lo qual se de=-
muestra como la antecedente.

De lo dicho concluiremos , que habiendose de
resolver un tridngule FGC, en quicn no teng:li) ca-

i-
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bida la analogia de la proposicion 16 ni la de Ia
1% se recurrira 4 uno de los dos triangulos ELF §
ACB y en los quales aplicando la analogia que les
corresponda { observacion 1.) se conocerdn las par-
tes de estos tridngulos, y por medio de estas , las del
tridngulo propuesto. Estos dos tridngnlos que llama-
remos en lo succesivo complementarios, * son de
un uso muoy freqlicnte en las resoluciones de los trido-
gulos esféricos rectangulos.

3 Las proposiciones 10 y I1 sirven para de-~
terminar la especie de los lados, y dngulos de los
triangulos rectangulos exceptuando dos casos: el pri-
mero es quando dos dngulos son rectos, ¢ dos la-
dos quadrantes: porque en este caso.nada puede de-
terminarse del tercer dngulo 6 lado, mas que este es
-medida del a2ngulo.

El segundo es quando se conoce solamente ua
lado de los que comprehenden el dngulo recto, y
su dngulo opuesto, como (fig. 6.) en el tridngulo
ABC rectangulo ecn B st se conoce unlado BC, y
su angulo opuesto A, y no se sabe otra cosa, esto
€s, ni la especie de la hypotennsa AC, ni del otro
Jado AB ¢ dngulo opuesto ; dicho tridngulo estd in-
determinado : porque en el tridngulo opuesto BCG,
<l dngulo en G es igual al dogulo A, el lado BC,
comun & entrambos, y el dogulo en B tambien recto:
luego si se busca la hypotenusa , no sabemos si ¢s
AC, d su suplemento al semicircalo CG.

PRO-

*  Hemos substituido los complementarios di-
chos y & los. del Autor , por parecernos estos mas
generales, ¥ mas clarosy aunque en la vealidad sean
los mismos, '
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PROPOSICION XVIII. PROBLEMA.

Dado un lado GF del triangulo rectaﬂgu'z‘a'l FGC,
y su dngulo opuesto C ballar primero la bypo-
tenysa CF (fig. 10)

LA hypotenusa s¢ supone ha de ser menor
que ¢l quadrante. (p. 16.) Como el seno del dngulo,
C, es al seno del lado opuesto CF asi el radio &
seno del dngulo recto G al seno de la hypotenu-
sa CF,

2 Para hallar el lado GC serd su analogia (p.
17) como la tangente del angulo C a la tangente
del lado GE asi el radio al seno del lado GC.

3 Hallar el anguio GFC: se buscard la ana-
logia en el complemental FLE, en quien se cono-
ce el lado FE complemento al quadrante del la=~
do conocido GF, ¢l lado LE complemento de HL.

ae es conocido por ser medida del angulo cono-
cido GCF, y el dngulo L recto: luego (p. 16} el
sena de FE que es coseno de FG, es al radio,
como el seno LE que es segundo del angulo GCF
es al seno de LFE, 6 de su vertcal opucsto GFC,

Lo : PRO.
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PROPOSICION XIX. PROBLEMA.

Dado el dngulo GCF, y el lado con termino CG
ballar primero el lado GF (fig. 10.)

LA analogia es (p. 17 ) como el radio, al seno
del lado GC; asi la tangente del dngulo GCF 4 [a
tangente del lado GF. _

2 hallar la hypotenusa, se buscard la propor-
cion en el triangulo FLE (p. 17 ) en quien se cono-
ce LE complemento de LH medida del angulo
GCF conocido, y el dogulo E porque lo mide al
arco GH complemento de CG conocido: luego el
radio es al seno de LE que es segundo de LH 6
del dngulo GCF como la tangente del dagulo E
que es segunda de GC, 4 la tangente de FL que es
segunda de la hypotenusa CF.

3 Hallar el angulo GFC, se buscard la analo-
gia en el triangnlo ABC (p. 16.) en quien se co-
noce el dngulo BCA por vertical al dngulo GCF;
el Jado CA complemento de CG y el dngulo recto .
B: Inego la proporcion serd, el radio al seno de Ia
hypotenusa AC que es segundo de CG, como e se- .
no del dngulo BCA, 6 de su vertical GCF, al seno
del lado AB que es segundo de BK medida del

dngulo GFC.

PRO-



39
PROPOSICION XX. PROBLEMA,

Dada la bypotenusa C¥ , y el dngulo GCE haliar
lo primero el lade GF (fig. 10.)

?roporcion (p. 16) el radio es al seno de fa hy-,
potenusa CF, como el seno del dngulo GCF, al
seno del lado GF.

2 Hallar el Tado CG, sc buscard la analogia
en ¢l triangulo FLE (p. 17 ): como el seno del lado
LE quees segundo del dngulo GCEF es al radio,
asi la tangente de ¥L goue es segunda de CF d1la
tangente del angulo en I que es segunda de CG.

Hallar el angulo GFC se dira (p. 17)enel
triangulo ABC como el radio, es al seno del lado:
BC que es segundo de la hypotenusa CF asi la tan-
gente del dngulo BCA 6 de su vertical GCF, es &
la tangente de AB que es segunda de BK medida
del dngulo GIFC, :

PROPOSICION XXI. PROBLEMA.

Dados los tades CG y GF ballar primero el dn~.
 gulo GCF (fig. 10.) :

?roporcion: (p. 17.) ¢l seno del lado CG, al ra
dio, como Ia tangente del lado GF 4 la tangente del
angulo GCF.

2 Hallar el dngulo GFC, se dird: (p. 14.)
como el seno del Lado CF al radio, asi la tan-

geim
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gente del lado CG, & la tangente del dngulo GFC.

3 - Hallar la hypofenusa AB, sc buscard fa pro-
porcion en ¢l triangulo FLE (p. 16.) como el ra-
dio es al seno de la hypotenusa EF que es segundo
de GF, asi ] seno del dngulo E que es segundo de
GC, al scno det lado FL que es segundo de la hy=
potenusa CF,

" PROPOSICION XXII. PROBLEMA.

Dada la bypotenusa CF, v el lado CG, ballar lo
primero-el dngulo GFC (fig. 10.)

Proporcion: (p. 16.) como el seno de la hypote-
nusa CF, al radio asi el seno del lado CG, al se-
no del 4ngulo- GFC.

2 Hallar el angulo GCF se dird en el triangu-
Io FLE (p. 17.) como la tangente del dngulo E que
es segunda del lado CG, 4.la tangente del lado FL
que es segunda de CF, asi el radio, al seno del la-
do EL que es segundo del dngulo GCF.

3 ' Hallar el lado GF, se tendrd la analogia en
el triangulo FLE (p. 16.) €l seno del angulo E que
es segundo de CG, es al seno de FL que es segun-
do de CF, como el radio al seno. de la "hypotenusa
EF, que ¢s scgundo de FG,
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PROPOSICION XXIII. PROBLEMA-.

Dades los dngulos GCF , y GFC hallar 10 przmea-
o la bypotenusa CF (fig. 10.)

_La proporcion se hallard en el triangulo FLE
(p. 17) como la tangente del angulo LFE es 4 1a
tangente del lado LE que es segunda del dogulo
GCF , asi el radio, al seno de FL, que es segunde
de la hypoteausa CF.

2 Hallar el lado GF se buscard la proporcion
en el triangolo FLE (p. 16.) y se dird, como el
seno del angulo LEFE, es al scao del lado LE que
-es segundo del dngulo GCF, asi el radio, al seno
de la hypotenusa ¥E qoe es segundo de FG.

3 Hallar ¢l lado CG se buscard la analogfa
en el triangulo ABC: (p. 16.) como el seno: del an-
gulo BCA, 6 GCF, al seno del lado BA: que es
segundo del angulo GFC, asi el radio al seno de
CA que es segundo de CG.

- ESCOLIO.

Quando los datos deun. trlangulo rectangulo que
se quiere resolver son mayores que quadrantes, co—
mo en el triangulo CBG (fig. 6.) rectangulo B, ¢a
quien los lados CG, y BG son mayores que qua-
drantes ; y el dngnlo BCG es obtuse, se tendrd ‘la
analogla en el triangulo CBA , porgbe en ély'losla-
dos AC ,»’¥ AB son menores que quadrames por.- sy~

o : - ple~
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ple?nentos de los dos mayores CG, BG; el lado co-
mun 4 uno, y otro triangulo, y cl dogulo A igual
al dngulo G, luego por uno de los Problemas ante-
cedentes , se resolvera el triangulo ABC,y se ten-
dri cnnoc:do el tridngulo CBG: de donq resuita
que aunque sean dos de los lados de un triangulo
rectangulo, mayores que quadrantes, podrd supo-
perse por un instante (para hacer las prolongacio-
nes de los triangulos complementarios } que los tres
lados del triangnlo dado son mcnores que quadran-
tes, por ser como se ha visto, unos de otros su-
plementos al semicirculo, 6 porque los arcos mayo-
res de go grados, y dngulos obtusos, no tienen
otros senos , tangentes ni secantes que los de sus su-
plementos al semicirculo, como se dixo en la trigo-
nometria plana.

PROPOSICION XXIV. PROBLEMA.
Resolucion de los triangulos quadrantales (fig.11.)

Triangulo quadrantal es el que tiene un quadran-
te 6 areo de 9o grados por uno de sus lados, y aun-
que no es rectangulo, se resuclve por un triangulo
rectangulo del modo siguiente.

~ Sea. lo primero el triangulo ACB en quien se
dan los lados AC CB meaores que quadrantes, Y
¢l lado AB quadrante, y scrd ef dngulo ACB obtu-
so{cor 1. p. 15.) y los angulos CAB CBA. agu-
dos: alargarseel lado AC hasta cumplir el quadran-
1¢ AD,y tirese el arco BD, el qual es medida (def.

3-}del dngulo A, En
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En el triangulo CDB (p. 8) rectangulo cn D
se conoce CD por ser complemento al quadrante de
AC y la hypotenusa CB: lucgo (por la p. 22.) se
hallard el dngulo CBD, el qual restado del dngulo
recto ABD quedard conocido ¢l dngulo ABC.

5i se pide ¢l dngnlo A se buscard en el rectan-
gulo CDB el lado BD y su valor es el dongulo A.

rara hallar el dngulo ACB se buseard en el
triangulo el dngulo DCB, y su complemento & dos
rectos sera el valor del dngulo ACB: y respectiva-
mente se hard lo mismo con los otrus datos,

Lo segundo , si encl quadrantal ABE se dd el
lado AL mayor que el quadrante, y BE menor,
se tomara AD jgual al quadrante AB y se tirara cl
arco BD y quedara formado el triangulo BDE.

Si se pretende el dangulo ABFE quitando del ar-
co AE el quadrante AD quedara DE conocido, y
con la hypotenusa BE se hallard en dicho triangulo
el angulo DBE, ¢l qual adadido al recto ABD com-
ponen el angulo obtuso ABE. Tambiea BID ¢s medt-
da del dagualo A,y hallado este lado se conoce dicho
angulo, y cl dngulo X cs comun 4 entrambos triun-
gulos. .

Lo tercero, si cada vno de los lados AB, CB
del triangulo ACB (fig. 2.) es mayor que el qua-
drantc AC sus tres dngulos (p. 1.} serdn obtusos,
y en-elriangulo opuesto ADC los lades AD, DC
son menotes que quadrantes, por complemento 4
los semicirculos de los lados AB CB, y los angulos
DAC DCA agudos eomplementos a dos rectos de
los obtusos BAC BCA cldngulo D es obtuso igual

. E (def,



(de% 3.)4 B y el lado AC comun 4 entrambos es
quadrante : luego resolviendo este como se ha dicho
en cl primer caso, quedard resuelto el triangulo
ACB: y de o dicho se infiere el modo de resolver
el triangulo quadrantal con qualesquiera otro dato.

CAPITULO 1V,
DE LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES

para las resoluciones de los triangulos esféricos
obliquangulos.

PROPOSICION XXV, TEOREMA,

En qualquier triangulo esféfz'co ABC los senos de
los lados AB AC son proporcionales con los
senos de los dngulos opuestos Cy B. (fig. 12.

y 13)
$& Caigadesde A la perpendicular AD.
DEMOSTRACION.

En el triangulo rectangnlo BDA son proporcio-
nales (p. 16.) cl radio al seno del lado AB como
el seno del dngulo B al seno del perpendiculo AD.
- Asimismo en el triangulo rectangulo ADC son
proporcionales el radio al scno del lado AC, como
el seno del dngulo C al seno del perpendiculo AD,
y como (p. 16.1 6. Euc.) el rectangulo de los ex-

tremos es igual al de los medios, y los extremos son
- . unos



anos mismos en las dos proporciones, serdn los dos
rectangulos de los medios iguales entre si: luego el
rectangulo de los senos del lado AB y dngulo B,
es igual al rectangulo de los senos del lado AC y an-
gulo C: luego sus lados son reciprocamente propor-
cionales (p. 14. 1. 6. Euc.) como cl seno del lado
AB al seno dei lado AC ast el seno del dnguio C
al seno del angulo B,y al contrario.

Lo mismo se demuestra aungue el perpendicu-
Io AD caiga fuera ; porque en este caso los angu-
los ACB ACD tienen nn mismo seno.

PROPOSICION XX»I, TEOREMA.

En qualquier triangulo esférico ABC los senos de
los segmentos BD DC que bace el perpendicu-
lo AD enla base BC son reciprocamente pro=
porcionales con las tangentes de los dngulos so~
bre la base By C (fig. 13.) '

oy

8405 segmentos siempre se han de tomar desde ca~

da dngulo sobre la basc hasta el perpendiculo , aun-

que este caiga fuera del triangulo.

DEMOSTRACION,

En el triangulo rectangulo BDA son proporcia- -
nales (p. 17) el radio al seno del segmento BD co-
mo la tangente del dngulo B 4 la tangente del Ia-
do AD.

Asimismo en el triangulo rectangulo ADC, es

. CO~
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¢omo el radio al seno del segmento DC, asi la tap-
gente del dngulo C 4 la tangente del lado AD, ¥

como en las dos proporciones los extremos son unos
mismos, -los medios como se demostrd en la antece-

dente , scrdn reciprocamente proporcionales como el

seno del segmento B al seno del segmento DC, asi
la tangente del dngulo C 4 [a tangente del dogulo
B, y al contrario.

PROPOSICION XXVII. TEOREMA.

En qualquier triangulo esférico ABC los-senvs de
los dngwilos werticalées BAD DAC son propor-
cionales con los senos segundos de los dngulos

- Sobre la base By C (fig. 13.)

DEMOSTRACION.

2 el triangulo rectangulo ADB son proporcio-

nales (p. 19.n. 3.) ¢l radio al seno segunda det

Iado AD como el seno del dogulo BAT al seno se-

rundo. del dngulo B: y asimismo en el triangulo,

ADC el radio es al seno seguado del fado AD co-
mo el seno del dngulo DAC, al seno segando del
dngulo C: luego(p. r1. 1L 3. Foc.) el seno del dn-
gulo BAD al seno segundo del angulo B es como el
seno del dngalo DAC al seno segundo del 4ngulo C,
y al centrario.

#

PRO-

" e
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PROPOSICION XXVI.U TEOREMA

En qam’qmer trmngu[o esfer:co BAC fos senos sés
yusdns de los dngulos verticales BAD DAC son
proporcionales con las tangentes segundas a’e io.r
Anz’os AB AC (fig. 13-) Y

. DEMOSTRACION, .
En el triangulo rectangulo BDA es el radio al se-
no segando del 'ing,ulo BAD como la tangente se-
gunda del Jlado AD 4 la tangente- segonda del lada
AB. Y asimismo el radio al seno segundo del 4ngu-
lo DAC ¢s como la tangente segunda del lado AD,
d la tangenie segunda del lado AC’: luego como
el seno segundo delidngplo- BAD- al seno segundo
det dngulo DAC asila rangente segunda del lado AB
ala mngerztc Egunda del lado AC, e

PROPOSICION XXIX, TEO(REMA.

Lin qué:’qaz‘er"tri;:zkgufa-'-esférfca BAC los s,;eiza:s{
segundos de Jos lados AB AT son propercionales

con los sercs segundos . de los segmentos de. fa
vase BD DC (fig. 13. )}

DEMOSTRACION.
X

2 _s0 el triangulo rectangulo BDA es el seno segun-
do de AD al radio, como el seno scgunda de AL

as
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al seno segundo de BD. Asimismo en cl triangulo

rectangdlo ADC el seno segundo' de AD al radio
es como el seno scgundo de AC al seno segundo de
PC: luego (p.-11. 1 5. Euc.) el seno segundo
de ABal seno segundo de BD cs como el seno
segundo de AC al seno segundo de DC, y al con-

trario.

LEMAS PARA .LA PROPOSICION SIGUIENTE,

LEMA 1. (fig. 14)

iS' ila recta EG tirada del centro corta por medza
-+ elsaréo BGC - cortard por medio & su cuerda
- BC y serd perpendicular 4 ella.

* DEMOSTRACION,

Porque los arcos BG GC son ( por suposicion)
iguales los dngulos en E, lo serdn tambien (p. 29.
1. 3. Luc. ) y porque son 1guales los lados EB ECy

el Tado BO “eomun’, las bases BO OC (p. 4 L 1.
Euc.) serdn iguales , y asimistho los dngulos en O,

y por tanto rectos: luego &c.

b LEM-
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rgma 2. (fig. 15)

57 por el vertice A del triangulo isoceles esferico
CAD pasa la recta AM para!e!a 4 la cuerda
CD, dicha recta MA tocard 4 la esfera en gue
estd el trzangula ACD.

Ej or los puntos ACD descnbase el c:rculo CDA,
y tirense las: cuerdas AC AD. . ;
Lo . (}

DEMOSTRACION,

Porque la recta- MA es paralela 8 CD, el 4n-
gulo MAD serd igual 4 su alterno CDA (p. 20.
L 1.Euc.j (p. 5 1. 1. Eoc.}4 su igual C: luego
porque el angulo MAD es xgual al de su segmento
alterno C, Ja recta MA serd tangente al circalo
ACD c\)m') sc refieresde la (p. 3274 3. Eue ) y
por conmgumnte ala esfera

LEMA 3. (ﬁg 16, )

En los trmnguios isdeeles ABC AEF el plano del
circulo maximo AGD que divide por medio el
dngulo vertical A cortard igualmente | y en dn-
guios rectos las bases BGC EDF y sus cuer-
das BC EF que tambien son paralelas.

.'-D" EMOSTRACION.

| En los triangulos esfencos BAG CAG los 4ogu-
los en A son (por sup.) iguales, como tambicn los
la-
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fados AB AC y el lado AG comun: luego (p. 1.)
Ias bascs BG GC son iguales , como tambien los
«Angulos en G.y. por consiguiente rectos, y el plano
-del circulo BGC es recto.al plano del erculo AGD.
- Semejantemente se demuesita que las bases ED,
DF son iguales, y los dngulos en D rectos.

A mas de esto la recta CQ (lem. 1.) 4 la linea

Jradade G al centro: pero esta linea s (def. 1) co-
mun seccion delos circulos: AGD BGC: luego CQ
es perpendicular 4 [a seccion comun de los planos
AGD CGB y portamto (def. 4. 1. 11 Euc. ) es rec-
1a al plano del circulo AGD.
-1~ Pel'mismo. modo se demuestra que FL es recta
.6 perpendicular .at plano AGD :-luego (p. 6- 1. 11,
Kuc:) las lineas CO, FL 6 las cuerdas BOC ELF
:son paralelas.

PROPOSICION XXX. TEOREMA,

En qualgquier triangulo esférico ABC son propor-

cionales el rectangulo de los senos de los lados

- BA BC qgue fncluyen el angulo vertical B al

\. quadrado del radio, como-el rectangulo de los

.. Senos de las diferencias de-dichos lados, y ia

. Sewdsuina de los tres al quadvade del seno de la
mitad de.dicho dngulo vertical (fig. 17.)

?rolonguesa ol menor lado BA, y cortese BQ
igual 4 BC y BH igual 4 AD y AI) QL iguales
4 la base AL, dividanse por medio los arcos AQ
DQ enlospuntos R y L, y porque AQ es diferen-
cia

-

T L — T R ._.__.._...._.,,.,,., —
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cia de los lados AB BC scré RA la semidiferen-,
cia: y BR ((,‘ D. 4. Tng P. ) semisuma e fos la-*}
dos AB BC, y porque AQ v QD juncas son igua-
les 4 la base AC sus mitades RQ QL yesto esy LR
serd la scmibase , que junta con BR semisuma de los
otros dos iados qucdaré_ BL igual 4 la semisuma de.
los tres: luego LA serd diferencia entre el fado me-
nor BA y la semisuma de los tres BL y LQ di-
ferencia entre el lado mayor BC 6 su lgua! BQy
dicha semisuma.

Dense los arcos del circilo maximo AIH QFC,.
y sus cuerdas AH QC, y dividase el dngulo verti~
cal B por mecdio con el plano del circulo maximo-
BOF que (len. 3.) cortard dichos arcos, y sus’
cuerdas por mitad, y en dngulos rectos, y serd
HO secno del arco HI y. CP seno del arco CF;
(def. 3.) s

" Dense asimismo AE QD y por el punto L ¥
centro del maximo BAE larecta LNG que {(lem:i 1.)
cortard dichas cuerdas por mitad y en dngulos rec-.
tos en los puntos N y G y serd AG seno del arco
AL y QN seno del arco QL. :

A mas de lo dicho, dense las rectas FH DC Y
porque las reetas AH QC y tambien AE QD son.
paralelas {lem. 3.} los planos de los triangnlos HAE
CQD que pasan por estas Imeas son paralelos (p. 1 3.
L ry. Enc)

Finalmente describase un c:rcu]o al rededor det
triangulo HALZ y por el vertice A del triangulo
isdceles ADC dese la recta MA paralela 4 la cuer-
da DC que-(lem. 2.} sera tangente 4 la esfera en el

: F pun-
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punto A, y porque es paralela 4 la cuerda DC y

toca al plano del triangulo HAE estara. en el m,g-._
mé6 plano con el’ (cor p. 16, L Fuc) lue-
go la MA que toca 4 la esfera en A tocard tam-
bien 4 el circulo HAE en el mismo punto: esto

sU puesto ¥

DEMOSTR ACION,

En los trtangulos HAE CQD porque son pa-
ralelas AH QC (lem. 3.) tambien AE QD los dn-
gulos HAE CQD son iguales (p. x0. L 11. Euc)
y: por la misma -lo son MAE QDC pero el dngulo.
MAE es igual al dngulo AHE formado en el seg-
nento alterno {p. 32. L 3. Euc.) luego (ax. 1.) se~
rén-iguales AHE . QDC y (p. 32. 1. 1. Euc) sus
Jados proporcmna]es como AH AL asi DQ a QC
¥+ (p. 15. I i Eoc. ) HO mitad de HA 4 AG mi~
tad de AE asi QN mitad de QD) 4 CP mitad de
CQ :luego (p. 16.1. 6. Euc.) el rectangulo de los
extremos- OH PC es igual al de los medios AG
QN. Asimismo cn los.friangulos esféricos BIH BFC
réctangu!]o& e Ly F son proporcionales {(p. 16.) co-
mo el scho de la hypotendsa BH al radio, asi el se-
no del lado HI al seno del. dngulo’ opuesto IBH y
como el seno.de’la hypotenusa BC al radio, asi el
seno del lado FC al seno del dngulo CBF: lucgo
fp Figil 6- Eue.).el-rectangalo. de los senos de los
lados'BH & BA su igual; y BC al quadrade.del
radio’ €5 como el rectangulo de los senos OH PC al
quadradodel-seno-del dngulo CEP. mitad de ABC,.

S, i pe-
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pero el rectangulo de OH PC se ha probado 1gual
al de AG QN : luego si en lugar de aquel se toma
éste quedardn proporcionales el rectangulo de los
senos de los lados BA- BC al- quadrado del radioy
como el rectangulo de los senos-AG QN de las di-
ferencias de los lados BA BC ., y de la.semisuma
de Jos tres lados al quadrado dcl seno de Ia mitad
del angulo vemcal ABC,

CAPIT ULO V.
DE LA RESOLUCION DE LOS TRIANGULOS

esféricos obliquanguios.

Los mas de los problemas siguientes han menes-
ter para sus resoluciones €l perpendiculo con que se
divide el triangulo obliquangulo en dos triangulos
rectangulos 5 y en uno de ellos se busca el segmen-=
to de la base , 6 dogolo vertical que forma el per-
pendiculo , y en el triangulo obliquangulo sz con-
cluye la resolucion , hallando el lado 6 dngulo que
se busca,
REGLAS PARA EL PERPENDICULO
(Fig. 13.)

En qualquier triangulo ABC el perpend:culo
AD siempre ha de caer del estremo de un Jado co-
nocido BA sobre el otro BC que incluye el dngulo
B conocido, para que asi haya ea eltriangulo ADB
4 mas del dngulo recto dos cosas conocidas., que
son el lado AB, y el d4ngulo obliquo B..

No-
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. Notesé , que en dos problemas de los siguientes
se hallard poderse echar el perpzndiculo con las
condiciones dichas de dos maneras , y de qualquie-
ra.que se use s¢ obrara bien , conociendo Ja especie
d¢. los dngulos adyacentes al lado sobre que cae: en
los otros cae solamente de una parte, de que se di-
td en sus Jugares,

Si los 4ngulos B y C son de una especie {p.1 2)
el perpendiculo cae dentro del triangulo, y es de
la especie de diclios anpnlcs 3 v si son de diferente
especie cae fuera , y es de la especie del dngulo ex~
terno.: advirtiendo, que el perpendiculo quando cae
fuera , puede ser a una y otra parte, mas nosotros
lo echamos sicmpre opuesto ai éngu[o conocido.
e

PROPOSICION XXXI. PROBLEMA

L

I3

:.Dado; ios Jados. AB,BC, yel cingm’o intermedio
.. B.gel trianguio oulzmaﬂgu[a ABC ballar gua/-
qwer ngz;/o (ﬁg 13. )

?ara hallar €l dngulo C el perpendiculo debe
caer: \precisamieme’ del angulp no gonocido A que
no se busca.

- Fa el triangtle rectangulo BDA con la hypo-
tenusa AB y cl daogulo B se hallard el segmento
BD con la anaiogla siguicate: (p. 20,1, 2. ) como
il seno. scgian.m de: angjulo al radio , ast la ran-
sgente:s gepunda. de: AB.a la tangente segunda del
segmento BD. Con este segmento se. conocerd ¢l otro
seg-

n{h
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segmento CI, restando en el primer triangul% BD
de Ja base BC, y en el segundo restando la basc BC
del segmento BD : para hallar el dngulo C se hard
la proporcion siguiente : (p. 13) como el seno DC
al seno del segmento BD, asi la tangente del dn-
gulo B & la tangente del angulo € que se busca.

(Quando por la prop. y cor. del-cap. 1.np se
conoce la especie del dngulo C la mostrar la ope-
racion ; porque si el segmento hallado BD es me-
nor que la base BC , ¢l perpendiculo AD cae den-
tro del triangulo , y el angulo C es de la especie
del conocido B: mas si dicho segmento es igual 4
Ia base BC, el dangulo C sera recto, y el tado AC
coincidira con el perpendiculo.

Pero si el segmento BD es mayor que la base
BC el perpendiculo AD cae fuera, y el dogulo C
serd de contraria cspecie del conacido B, para lo
qual se tendrdn muy presentes las proposmmms 10
y 11, porque por cllas-se conoce la especie del
segmento BD, como asimismo la del dngulo ver-
ucaI BAD.

S5i se busca el dngulo A debe caer el perpen-
diculo del dnguio C, y con los segmentos de AB,
se haliard con las analogias antecedentes.
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PROPOSICION XXXII. PROBLEMA

Dados los lados AB BC y¥ el dngulo intermedio
B .bailar e !da’a AC (fig. 12.)

EAP pérpendxculo ha de caer del dangulo no cono-
cido A ,'sobré el lado conocido BC, 6 del 4ngu~
1o no conomdo C, sobre el lado conocado AB.
Busquese por la analogia primera de la ante-
cedente los segmentos BD , DC, y por la prop. 29
se formard la proporcion siguiente para hallar el
lado AC.-Como ‘el seno segundo del segmento BD
al seno segundo del segmento DC, asi el seno se~
gundo del lado AB, al seno segundo del lado AC.

r ‘~‘

PROPOSICION XXXIII. PROBLEMA.

Dados los dngulos Ay B, yel lado intermedio AB
ballar e otro dngulo C (fig. 13.)

‘El perpendiculo cae del angulo conocido A so-
bre el'lado no conocido BC , ¢ del éngulo conoci-
do B, sobre ¢l lddono conomdo AC.

En el triangulo rectangulo BAD , se busca el
dngulo DAB, con la hypoteousa AB , y el dngulo
B la analogia es de la proposicion 20 n. 3. Como
el radm al seno segundo del lado AB , asi la tan-
gente del dngulo B4 la tangente segunda del 4ngulo
DAB.

El angulo hallado se resta del dngulo BAC,y

= el
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el residuo es el dngulo DAC en el triangulo prime-

ro 5. pero cn el segundo el angulo dado BAC se res,
ta de! hallado BAD, para tener el vertical. CAD:,
Con los angulos verticales BAD DAC y el dngulo B
dado se hallard cl dngulo C con la analogia siguien-

. { p.26.) como el seno del dngalo BAD , al se-
qo del dngulo.- DAC , asi el seno segundo del dngus
lo B, al seno segundo del angulo C.

Quando no se conoce la especie del angulo C
hecha la analogia primera, si el dngulo hallado
BAD es menor gue ¢l dado BAC , el perpendicu-
Io cae dentro s si es igual , el dngolo C es recto,
y.si mayor el perpendiculo cae fuera , y se conoce
1a especie de dicho dngulo. '

PROPOSICION XXXIV. PROBLEMA.

Dados los éngulos Ay B,y el lado intermedio
AB bailar qualquicra de los lados opuestos,

(fig- 13.)

?ara hallar ¢l lado AC ha de caer necesariamen-.
te el perpendicuto sobre el lado BC no conocido,
que no se busca, :

Hallense Jos dngulos verticales como en la an-
tecedente , y por -la ( p. 28.) se hard la propor~
cion siguieate para. hallar el lado AC. Como el se-
no segundo del dngulo BAD al seno segundo del
dngulo CAD, asi la tangente segunda del lado AB
4 la tangente segunda del lado AC.

Si se busca el lado BC debe caer el perpendicu-

: lo
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fo del a"mgulo B sobre el lado AC, v sino se co~
noce la especie del dngulo C, se obrara como se
dixo al ﬁn de la antecedente

PROPOSICION XXXV, PROBLEMA

Dados los lados AB AC |y un angulo opaesto
ballar el otro dngulo opuesto C. (fig. x3.)

Pmporcmn (p- 25.) como el seno del lado AC
al seno del angulo opuesto B, asi el seno del lado
AB al seno del dagunlo opuesto C que se busca , pero
es menester saber la‘especic del dngulo C, por seme-
jante razon 4 la que se did en el Sch.p. 13,1 32, -

PROPOSICION XXXVI. PROELEMA.

Dados los lados AB AC, v en dngulo opuesto B
ballar ¢l dngnlo intermedio A (fig. 13.)

!
_&__{A perpendictlo debe caer del dngulo que se bus.
ca A,y es menester saber la especie del dngulo C.
Busquese ¢l dngulo BAD con la analogia 1. de
la propos. 32,y ( porlap.28.) son proporciona-~
les , como la tangente segunda- del lado AB 4 Ja
tangente segunda del lado AC, asi el seno segundo-
del dngulo BAD al seno segundo del dagulo-CAD.
Sumense en el triangulo 1. los dngulos BAD CAD
hallados , y la suma cs el dngulo BAC que se pide;
mas en el triangulo segundo el residuo de dichos
angulos-serd; el valor del dngulo BAC. que se busca.
Us PRO-
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PROPOSICION XXXVIl. PROBLEMA.

Dados jos lados AB, AC y en dngule opyesta B
hallar el tercer ma’o BC (fig. 13.)

EI perpendiculo cae precisamente sobre el lade
BC que se¢ busca, v es menester conacer la especie
del éngulo C para saber si el perpendiculo cae den-
tro 6 fuera del triangulo.

Busquese con la proporcion pnmera de fa {p. 31.)
el segmento BD, y para hailar el otro segmento se
hard la analogia siguiente: { por la p. 29.) como el
seno segundo del lado AB al seno segundo del lado
AC, asi el seno segundo del segmento BD al seno
segundo del segmento DC.

Sumense los segmentos hallados, y el agrega-
do serd el valor del lado BC en el triangulo pri=
mero; pero en el triangulo segundo se restard el
menor segmento del mayor, y quedard el lado BC
conocido.

PROPOSICION XXXVIII. PRORLEMA.

Dados dos dngulos B, y C y un lado opuesto AB
baliar el otro lado opuesto AC (fig. 13.)

E} roporcion : (p. 25.) como ¢! seno del dngulo C
al seno del lado opuesto AB asi el seno del angulo
B al seno del lado opuesto AC que se busca.
Pero es menester saber la especie del lado AC,
- G por-
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porque en los triangulos ABD, ACD (fig. 13. trian-
gulo segoado ) siendo fos lados AB, AC iguales al
semicirculo tendrdn los angulos B y ACD (p. 7))
iguales, y el dngulo D comun, y tambicn el lado
AD opuesto 4 dichos angulos iguales: y si se hace
la analogia antecedente 5 como el seno del dngulo
B 6 de suigual ACD al seno del lado opuesto AD
asi el seno del angulo D al seno del lado opuesto,
hay fa ambiguedad si el lado que se busca es AB 6
su complemento al semicirculo AC, por lo qual se
necesita saber la_gspecie del lado que se busca.

PROPOSICION XXXIX. PROBLEMA.

Dados jos dngulos By C y un lado opuesto AB ba-
{iar el lado intermedio BC (fig. 13.)

..l':.{.tl perpendiculo ha de caer determinadamente so-
bre €l lado BC que sc busca, y es menester saber
si este lado es menor ¢ mayor que quadrante.

Busquese como en la primera operacion de Ia
p- 31. el segmento BD y (por la p. 26.) serdn re-
ciprocamente proporcionales como la.tangente del
dngulo C 4 la tangente del dngulo B si el seno del
stgmento BD al seno del segmento DC, -

La suma de los segmentos BD, DC esel lado
BC que se busca en el triangulo primero, pero en
el segundo es el residuo de dichos segmentos.

PRO-
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PROPOSICION XL. PROBLEMA.

Dados los dngulos By C w el lade AB opuesto &
uno de elfos, ballar el otro dngulo A (fig. 13.)

4l perpendiculo debe caer precisamente del dn-
golo A que se busca.

En el triangulo rectangulo PDA se conoce la
especie def segmento BD (p. 11.) y la del dngulo
vertical (p. 10.) opuestos BAD: mas para conocer
la del segmento DC § del vertical DAC es menes-
ter saber la especie del lado AC.

Hallese con la proporcion primera de la p. 33.
el angulo BAD: y para hallar el otro dngulo se ha-
ra (por la 27.) la analogfa signiente: como el se-
no segundo del dngulo B al seno segundo "del dngu-~
lo C asi el seno del dngnlo BAD al seno del dogu-
lo DAC, conlo qual se conocera el dngulo A.

PROPOSICION XLI. PROBLEMA.

Dadbos lps tres lados ballar qualquier dngulo (fig.
1 7 ) .

_8_411 el tr:angulo ABC valga el lado AB 53 gra-
dos 30 minutos: el fado BC 40 grados 12 minutos,
y el lado AC 54 grados, y 18 minatos: buscase el
dngulo A.
Afadanse 4 los complementos aritmeticos de los
senos d.g los lados, que eomprehenden el dngulo que
se
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se busca , los senos de los residuos hallados entre ca-

da uno de dichos lados,y 1a semisuma de los tres,
y la mitad de esta suma es seno Logaritmico de Ia

mitad del dngulo comprehendida.

Lado menor incluyente AC..54°. 18/C.A. 00939.
Lado mayor incluyente AB..55. 30 C.A. 00840.

Lado BC. .. ..... .. 40..12

b——— ———

Suma de los tres lados. . 150 oo.

Semistma. . v o ... 75 QC.
Residuo de la semisuma y

lado AC. .. ...... 20 42. .. 9.5483.
Residuo de la semisuma y

IadoAB v e e 19 30, .. 9.5234.

Suma de los quatro Logaritmos s e e 31G.2400.
Semisuma de dichos Logaritmos. . . . . . 9.6231.

Esta semisuma es seno de 24 grados, y 50 mi-
nutos , y su duplo 49 grados y 40 minutos es el
valor del angulo A que se pretendia.

- La razon de esta practica cs semcjante 4 Ia que
se puso al fin de 1a p. 5. de la Trlg p. y se funda
en la (p. 30) de esta Trngonom»ma,
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LEMA PARA LA PROPOSICION SIGUIENTE
(fig- 18.)

Dado un triangulo DEF cuyos vertices E, D, F
sean polos de los arcos BC, BA, AC: se forma-
rd otro triangulo BAC en los polos A, B, C de
los lados DF (FE, ED, cuyos tres lados serin
suplementos al semicireulo de los tres dngulos
del triangulo DEY , y los tres dngulos del trign-

guio ABC, serdn suplementos de los tres lados
del trzangfda DEF.

E-._Ao primero; por ser el punto E por suposicion,
polo del arco BC, y el punto D polo del arco AC,
el punto € distard igualmente del punto E, que del
otro D luego ol punto C (def. 2.) es polo del arco
EDj; por 1gual razon o son el punto B, polo del arco
EF,y el punto A del arco TDF. De donde resulta
que por ser el punte C polo del arco GEDL , serd
CL (def. 2.) quadrante: por serlo B del arco NEFK,
serd BK otro quadrante: lnego BK+ LC—=180", es~
to es BLKCHLK=—=180° pero LK es (def. 3.) me-
dida del dngulo DEF, y BLKC es suplemento del
arco LK : luego tambien lo es del angulo DEF de
guien LK es medida, y por consiguiente el lado BC
del mmgu]o ABC es suplemento del dngulo opues-
to E. Lo mismo se diria de los otros dos lados AB
y AC respecto 4 los dngulos ¥,y D, :

Lo seguado, sicndo por hypotesi el punto D
polo del arco AGHC, serd (def. 2.) DH un qua-

dran-
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drante ; por ser ¢l punto F polo del arco ANMB,

sera FM otro quadrante : luego MF+-DH=—=180°
esto es, MDFH+DF-—=180" pero MDFH es me-
dida del d4ngulo A, y este arco es suplemento del
lado DF: lucgo el dngulo A, es asimismo suple=
mento del lado DF. Lo mismo que se ha dicho del
dngulo A respecto de el lado DF, se diria de los
otros dos B, y C respecto de los lados EF ,y DE.
Al triangulo ABC, llamaremos en adelante, suple-
mental. Se hara uso de este triangulo suplemental,
quando en el triangulo obliquangulo que se preten-
diere resolver, se diesen conoeidos solamente sus tres
angulos.

ESCOLIG.

Por lo demostrado en el Lema antecedente se
hace manifiesto que un triangulo esférico obliquan-
gulo, estd suficientemente determinado por sus tres
dngulos conocidos, pues por ellos, s¢ conocen los
tres lados de wotro triangulo, que (p. 30) lo de-
termina, y por consecuencia, queda tambien deter-
minado el otro.

NOTA,
Se ha omitido el Lema del Autor, y en su lu-

gar se ha substitaido este del suplemental por la ra-
zon dicha en la Nota de los complementarios.

:
=

| PRO-
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PROPOSICION XLII. PROBLEMA.

Dados los tres angulos de U friahgufo -, ballar
gualquier lado. (ﬁg. 19.)

Sca el triangulo ABC en ¢l qual se conocen los
dngulos A de 49° grados 40 minutos B de 73 gra-
dos 33 minutos, y C de 76 grados, 40 minutos y
se busca el lado BC.

Del Lema antecedente se colige , que dados los
tres angulos de un triangulo esferico obliquangulo,
nos podremos valer para la resolucion de otro trian-
gulo, cuyos tres lados scan suplementos de los tres
angulos del triangulo dado : 1o qual se hara del mo-
do siguiente.

_ Tomese los suplementos al semicirculo de los

~ ~.""res dngulos de triangulo dado ABC, y serda los
valores de los tres lados del trianguio suplementals
sumense los tres suplementos 5 2 a suma saquese la
mitad , y se tendrd la semisuma 3 restense los su~
plementos de los dngulos B, y C adyacentes al lado
BC que se busca de dicha semisuma, y se tendrdn
las diferencias de estos 4 1a semisuma de lostresy y
continuese la operacion como en el problema ante-
cedente: esto es,

Suplemento al semicir-
culo del dngulo Co—= »Comto.Arii®.Log® 0.01186
103020’ LIRS

Su-
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Suplemento ‘al mismoyw
del dngulo Bz=106° »Comto.Arit®.Log® 0.01813.
i .

25 e e e
Residuo de la semisuma, y del suple-

mento de! dngulo C—=66° 43’ 30’/ . }9'96313
Residuo de la semisoma, y del Suple-~ 6
mento del dngulo B==63° 3%/ 307’. .}9'9529_‘
Suma de los quatro Logaritmos.. . - . . 19.94540.
Su mitad es Logaritmo seno de 69° 547. 9.97270.
Duplo del valor hallado 139° 48/ cuyo suplemen-
to 4 180" es el valor del lado BC que se busca,
esto es BCz=40° 12/.

F I N.
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