
TRIGONOMETRIA 
E S F E R I C A 

Q U E D I S P U S O 

D O N A N T O N I O G A B R I E L 
FERNANDEZ 

MAESTRO DE MATEMATICAS QUE FUE 

DE LA REAL ACADEMIA DE GUARDIAS. 

MARINAS DE CADIZ, 

X $ E R E I M P R I M E PARA USO D E L A MISMA 

COMPAÑIA. 

EN MURCIA: 
— ' 

En la Imprenta de la VIUDA de Teruel, 





3 

v f ¥ V w w w w J8L 

T R A T A D O 

D E 

T R I G O N O M E T R I A E S F E R I C A . 

H P 
JL rigonometría esférica es la ciencia que ensena 

á resolver los triángulos esféricos. Esta se divide 
como la rectilínea en rectángula y obliquangula. * 
L a rectángula trata de los triángulos esféricos rec­
tángulos , y la obliquangula de los triángulos obli-
quangulos. Esta parte de trigonometría es de gran­
de utilidad en las facultades de esfera, geografía, 
náutica y astronomía. 

D E F I N I C I O N E S F I G . i . 

i Circulo máximo en la esfera, es aquel cuyo 
plano pasa por el centro de la esfera, y asi tiene 
el mismo centro que la esfera y común diámetro con 
ella: de donde se infiere que los máximos, ABCD, 
A E C F , se cortan por medio en A y C , porque 
siendo G centro comuft de la esfera y máximos, y 
por consiguiente A G C diámetro común serán ABC, 
A E C &c. semicírculos. 

Po-



4 
, a Polos de un circulo máximo son los puntos 

de la superficie de la esfera igualmente distantes de 
•a'circíunferencia del circulo, como los puntos, A 

y C son polos del máximo B E D F , porque los ar­
cos B A , A E , AD y asimismo C B , C E , C D , son 
quadrantes de los circuios máximos que constan de 
90 grados y por consiguiente son iguales. 

3 Angulo esférico es el que se forma en la su­
perficie de Ja esfera con dos arcos de circulo máxi­
mo como B A E . Éste ángulo es igual al de la in­
clinación de los planos de los circuios sobredichos, 
y su medida es el arco B E , cuyo polo es el pun­
to A , o C j y asi, B E también es medida del án­
gulo BCE. 

% De aqui se infiere lo primero, que los ángulos 
opuestos B A E , BCE que distan un semicírculo, 
son iguales, porque tienen la medida común EB. Lo 
segundo: los ángulos vecinos B A E , E A D , son tan­
to, como dos rectos, porque sus medidas B E , E D 
componen el semicírculo B E D que consta de 180 
grados, valor de dos ángulos rectos. Lo tercero: los 
ángulos verticales opuestos B A E , F A D , son tam­
bién iguales; porque si de los dos semicirculos igua­
les E B F , B F D se quita el arco común BF;, queda­
rán B E , F D iguales, que son medida de los án­
gulos B A E , F A D . 

4 Triángulo esférico es el que se forma en la 
superficie de la esfera con tres arcos de circulo 
máximo. Su denominación es la misma que la del ; 
triángulo reçtilineo; $i tiene un ángulo recto se lla­
ma rectángulo: si un ángulp obtuso, obtusangulo:, 

y 



y sijps tres ángulos, son agudos, acutangulo. Di­
cese equilátero, si los tres• lados son iguales: isó* 
celes, si dos lados son igualesj y escaleno, si los 
tres lados son desiguales. r v' ' \ 

C A P I T U L O I. 

D E L A S P R O P I E D A D E S D E L O S 
triángulos esféricos. . •„ • 

PROPOSICION 1. T E O R E M A . 
S i dos triángulos esféricos tienen dos lados del 

uno iguales á'dos lattas del otro , y los ángu­
los comprehendidos iguales : ó si la base del uno 
es igual á la. base del otro y los, ángulos adk 
yacentes son iguales , los triángulos serán to­
talmente iguales. 

J K s t a proposición corresponden á la 27 de "fe 
sección 8 de la Geometria Elemental, y á la pri­
mera parte de la 28 dela misma sección, porque 
hecha la sobreposicion se ajustarán perfectamente. 

PROPOSICION I I . T E O R E M A . V 

E n el triángulo esférico isóceles, los ángulos so­
bre la base son iguales: y si los ángulos sobre 
la base son iguales , el triángulo es isóceles. 

J„ .Jitat proposición se demuestra por el corolario 1 
y 2 de la proposición 2 5 , S. jr de la Geome­

tría 



tria Elemental. Infiérese de aqui que el triáogulo 
equilátero es equiángulo, y al contrario. 

P R O P O S I C I O N 111. T E O R E M A . 

S i dos triángulos esféricos tienen los tres lados 
del uno iguales á los tres lados del otro cada 

l mo á'sú correspondiente\ los triángulos serán 
totalmente iguales. 

J Demuéstrase como la 26 de la (S. 8 G. Elem.) 

P R O P O S I C I O N i r . T E O R E M A . 

E n qualquier triángulo esférico A B C , dos lados 
- B A , BC son mayores que el tercero AC. (fig. 2.) 

DEMOSTRACION. 

íâ distancia mas breve en la superficie de la es­
fera del punto A at punto C , es el arco del circulo 
máximo A C , luego otra qualquier distancia A B C 
será mayor: luego los dos lados juntos son mayo­
res que el tercero AC. 

P R O -



" PROPOSICION V. T E O R E M A . 

E n qualquier triángulo esférico A B C . al mayor 
ángulo C se opone el mayor lado A B , y al con­
trario, (fig. f). 

DEMOSTRACION. 

1 illLagase el ángulo BCD igual al ángulo 
B , y serán (prop. 2.) D B , D C iguales: pero (p. 4.) 
C D , DA juntos son mayores que A C : luego DB 
con D A , ó A B , es mayor que AC. 

2 Si los ángulos B y C fueran iguales , los la­
dos A B , A C (p. a.) serían iguales. Y si C fuera 
menor que B , AB ( 1. p.) sería menor que AC: 
luego si AB es mayor que A C , el ángulo C ès 
mayor que B. 

PROPOSICION F L T E O R E M A . r 

E n qualquier triángulo esférica . A B C , á» laio ¡ 
es menor que el semicir.culo, y. los tres lados son . 
menores que el circulo entero-{ñg, a.) i"! 

DEMOSTRACION. , 

ohtinuese; B A , B C oh.asfca que concurraií 
en D i» y serán (def. 1.) BAD* BCD semicírculos: 
luego tanto AB como CB son menores que el semi-, 
circulo. Lo mismo se demuestra -de A C . : .-. e> 

• En 



8, 
2 En el triángulo A D C , los lados DA ̂ .CD 

(p. 4. ).'son iná-yores que A C : pero DA , D C con 
AB, CB, componen (def. 1.) los semicírculos DAB, 
DCB : luego los tres'lados A B , B C , AC son me­
nores que el circulo entero. 

PROPOSICION V I J . T E O R E M A . 

En el triángulo esférico A B C , si los lados AB, 
Í AC juntos son iguales al semicírculo, los ángu-
[• los sobre la base BC son iguales á dos rectos: si 
v éiohos lados so% mayores; que el semicirculo^- los 

ángulos sóbre la bare serán mayores que dos rec' * 
-'.ios:»} y '-si menoreŝ ; los talesángulos seránimeno" 

res que 'dos rectos , y al contrario (fig. al) 

'<!§ A.larg^ens¿üBAV3C-hasta que concurran en D. 

DEMOSTRACION. 

o primero por ser A B , A C ( por suposición) y 
B&!j\ A© (fdeC <i.) iguales al semicírculo, A C , Á D 
seránti^uáles: iiuego (prop. 2. ) el ángulo A C D es 
igual al ángtdoíRí^ estOwesj (def.¡3¿) ¿l¿ ángulo B. 
Pero los ángulos ACB, ACD son iguales á dos rec­
tos: luego ACBf y B serán iguales á dos rectos. A l 
contrario: si el ángulo ACD, fuere igual MI inguío 
Bipsy. por jcoaúgüímie'iék i/ígulos BQ&>yjB fufe-
rdiikantá-iGorad. Üítík réetósi, ,serántJos; áriguioSf A C D " 
j^-ifâaiguales^ ¿yi!(ípi."a¿}.>hii\Hhios• -ÁC, AEtJsefatiíi 
iguales; peEjOíÁÈj,i)AiDi;sait(jde£ui.) unisemidí*.-

i¿í cu-
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CUIQ : luego A B , AC son iguales al semicírculo. 

Lo segundo, si A B , A C son mayores que un 
semicireulo, será AC (consta de lo dicho ) mayor 
que A D : luego el ángulo D , opuesto al mayor la­
do, ó su igual B es (p. 5.) mayor que el ángulo 
A C D : pero ACD y ACB son iguales á dos rectos: 
luego ACB y B son mayores que dos rectos. 

Al contrario: Si A C D es menor que el ángu­
lo B , ó los ángulos ACB y B son mayores que dos 
rectos, será el ángulo ACD menor que D , y (p. 5.) 
el Jado A C mayor que A D : y como BAD sea se­
micireulo , los lados A B , A C serán mas que se­
micírculo. 

La tercera parte con su inversa se demuestra 
del mismo modo. 

COROLARIO. , j 

De lo demostrado en esta proposición consta, 
que en un triángulo esférico el ángulo externo pue­
de ser igual, menor, ó mayor que el ángulo in­
terno opuesto. . 

P R O P O S I C I O N F U I . T E O R E M A . 

E n el triángulo isóceles A B C , los ángulos sobre la 
base son de la especie de los Jados opuestos , y 
al contrario, (fig. 3.} 

ean los lados A B , A C quadrantes: digo que 
los ángulos B y C son rectos. , 

B D E 



I O 

DEMOSTRACION. *" 

Porque los lados A B , A C son iguales al semi­
círculo , los ángulos B y C juntos son (p. ¡7. ) tanto 
como dos rectos: y siendo (p. 2.) iguales, es for­
zoso sean rectos. 

Al contrario: Siendo los ángulos B y C rec­
tos, los lados A B , A C son iguales al semicirculo: 
y siendo estos (p. 2.) iguales, es preciso sean qua­
drantes. 

Del mismo modo se demuestra por la segunda 
parte, que si los lados A B , A C son mayores que 
quadrantes, los ángulos B y C son obtusos, y al 
contrario: y por la tercera parte, si los lados A B , 
A C son menores que quadrantes, los ángulos B y 
C serán agudos; y al contrario. 

1 COROLARIOS. 

1 En los triángulos equiláteros los ángulos son 
de la especie de los lados, y ai contrario; porque 
qualesquiera dos lados son iguales: luego todos los 
ángulos serán de la especie de sus lados. <• 

2 Los arcos de los máximos que pasan por 
los polos de otro máximo, hacen con él ángulos 
rectos ; y al contrarió: porque siendo AB , A C 
quadrantes, será A ( def. 2.) polo del arco B C , y 
los ángulos B y C rectos como está demostrado; 
y al( contrario: si dos ángulos B y C son rectos, 
los arcos A B , A C serán quadrantes, y (def. 

k=4.S4. <i A 
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A polo de BC. De aqui es también que si B es án* 
guio recto, y BA quadrante, será A polo de BC, 
y AC asimismo quadrante. 

PROPOSICION I X . T E O R E M A . 

E n qualquier triángulo esférico A B C , prolonga­
do un lado .BC, el ángulo externo AGD es me-

* nor que los dos internos opuestos A y B , y los 
tres ángulos son mayores que dos rectos, y me­
nores que seis ( fig. 4.) 

sto es manifiesto , quando d ángulo externo 
A C D es igual ó menor que el ángulo interno opues­
to B. 

Sea pues el ángulo externo AÇD mayor que 
el ángulo interno opuesto B ; hágase el ángulo E C D 
igual al ángulo B , y alargase BA hasta que con­
curra con C E y C A hasta F . 

DEMOSTRACION. 

Por ser el ángulo E C D igual à B , serán los án­
gulos ECB y B iguales á dos rectos, (p. 7. ) y los 
lados E B , E C juntos, iguales al semicir.culo; luego? 
los lados £ A > E C serán menores que el semi.circu-
lo: luego (p. 7.) el ángulo externo E A F ^ y por. 
consiguiente su vertical opuesto B A C , será mayor 
que A C E : luego los dos ángulos B y B A C son ma­
yores que los dos A C E , E C D , ó que el externo 
A C D j que es lo primero. 

: i Lo 



12 
Lo segundo: porque siendo el ángulo externo 

ÀGD menor que los ángulos internos en A y B , si 
á una y otra parte se añade el ángulo ACB, que­
darán los tres ángulos internos mayores que los án­
gulos A C D , ACB: pero estos son(def. 3.) iguales 
á dos rectos j luego los tres ángulos internos son 
mayores que dos rectos. 
• Lo tercero, porque los tres ángulos internos de 

uh triángulo con los tres externos (def. 3.) com­
ponen seis rectos, se sigue que los tres internos so­
los son menores que seis rectos. 

f COROLARIO. 

De lo dicho se infiere, que un triángulo esféri­
co puede tener tres ángulos rectos, dos rectos y un 
obtuso j dos obtusos y un recto f y tres obtusos. 

P R O P O S I C I O N X. T E O R E M A . 

E n el triángulo rectángulo, los lados que com­
prebende el ángulo recto, son de la especie de 

- sus ángulos opuestos, y al contrario (fig. 5.) 

s ean los triángulos C A B , D A B , EAB rectángu­
los en A , y sea el ángulo ABD recto, y será el 
ángulo ABC agudo, y A B E obtuso. 

•««I D E 
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DEMOSTRACION. 

En el triángulo DAB porque los ángulos D A B , 
DBA 5 son rectos, los lados D A , DB ( p. 8.) se­
rán quadrantes: luego el lado CA, que se opone al 
ángulo agudo C B A , es menor que el quadrante 
A D , y el lado E A , opuesto al ángulo obtuso ABE, 
es mayor que el quadrante A D : luego qualquier 
lado de los que comprehende el ángulo recto es de 
la especie de su ángulo opuesto. 

Lo contrario se infiere de lo dicho. 

PROPOSICION X I . T E O R E M A . 

E n qualquier triángulo rectángulo, si los ángu­
los oblíquos, ó lados de los que comprehenden 
el ángulo recto son de una especie, la hypote-
nusa será menor que el quadrante; y si son 
de diferente especie, la bypotenusa será mayor 
que el quadrante. 

'igo lo primero: que si cada uno de los lados 
A B , EC (fig. 6.) del triángulo ABC rectángulo 
en B es menor que el quadrante , la hypotenusa 
A C será menor que el quadrante. 

Prolongúense los lados AB , BC hasta cumplir 
los quadrantes A D , BF, y tírese el arco FD que 
corte i la hypotenusa A C alargada en E. 

B E 



DEMOSTRCAION. 

Porque el ángulo B es recto, y BF es un qua­
drante, el punto F será (c. 2. p. 8.) polo del arco 
BD y el ángulo D recto5 y porque DA es un qua­
drante, el punto A , será polo dei arco D E y A E 
(def. 2 . ) será quadrante: luego la hypotenusa AC 
es menor que el quadrante. 

Asimismo, sí cada uno de los lados A B , BC 
(fig. 2.) del triángulo ABC, rectángulo en B , es 
mayor que quadrante, la hypotenusa AC es menor 
que un quadrante: porque en el triángulo opuesto 
DAC el ángulo D es recto por ser igual (def. 3 . ) á 
B , y cada uno de sus lados A D , CD (def. 1.) es 
menor que el quadrante: luego por lo demostrado, 
la hypotenusa A C , que es común á uno y otro 
triángulo, es menor que el quadrante. 

Digo lo segundo, que si el lado BG del trián­
gulo CBG, rectángulo en B , (fig. 6.) es mayor 
que el quadrante y CB menor, la hypotenusa CG 
es mayor que el quadrante: porque en el triángu­
lo opuesto ABC , los lados A B , B C , que compre-
henden el ángulo recto B , son menores que qua­
drantes: luego por la primera parte de esta p , la hy­
potenusa A C , es menor que el quadrante y su com­
plemento al semicirculo CG, (que es la hypotenu­
sa ,del triángulo opuesto CBG.) es mayor que el 
quadrante.. 

También si los dos ángulos oblíquos son de una 
misma especie, la hypotenusa será menor que el 

qua-



quadrante, y mayor si los tales ángulos son de di­
ferente especie, porque por la (p . 10.) estos án­
gulos son de la misma especie que los lados opuestos* 

E S C O L I O . 
Esta proposición no habla del triángulo rectán­

gulo cuyos lados, ó á lo menos uno de ellos sea 
quadrante; porque si los dos lados que compre-
henden el ángulo recto son quadrantes, el tercer 
lado, ó hypotenusa será también quadrante (def. 3.) 
por ser medida del ángulo recto, y si un lado del 
ángulo recto es quadrante, la hypotenusa también 
lo será (cor. 2. p. 8.) y si la hypotenusa es quadran« 
te, un lado también lo será. 

P R O P O S I C I O N X I I . T E O R E M A . 
E n el triángulo esférico obliquangulo A B C , si 

los ángulos sobre la base son de una especie, 
la perpendicular tirada del ángulo vertical á 
la base cae dentro del triangulo^ y fuera, si 
dichos ángulos sobre la base son de diferente 
especie. 

HL-Jío primero, sean los ángulos B y C (fig. 12.) 
agudos, digo que el perpendiculo A D , cae dentro 
del triángulo B A C , porque si cayera fuera, por 
oponerse al ángulo agudo B y al obtuso A C E , (p. 
10.) sería menor y mayor que quadrante, ío que 
es absurdo; luego cae dentro. Lo mismo se demues* 
tra quando los ángulos son obtusos. 

Lo segundo, sean los ángulos B y C (fig. 13.) 
de 
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de diferente especie 5 esto es B agudo, C obtusq, di­
go que el perpendículo A D cae fuera del triángulo 
BAC, porque si cayera dentro, por oponerse al án­
gulo agudo B y al obtuso A C B , sería ( p. 10.) me­
nor y mayor que quadrante j lo que es absurdoj 
luego caerá fuera. 

P R O P O S I C I O N X I I I . T E O R E M A . 

En el triángulo esférico acutángulo ABC cada 
lado es menor que el quadrante (fig. 12.) 

DEMOSTRACION. 

JPorque los ángulos B y C sobre la base son agu­
dos, el perpendículo A D (p. 12.) cae dentro del 
triángulo: luego en el triángulo rectángulo ADC, 
por ser los ángulos C A D , DCA de la misma es­
pecie agudos, será (p. 11. la hypotenusa A C me­
nor que el quadrante 5 luego, el lado AC es menor 
que el quadrante. 

Lo mismo se demuestra del lado AB- Y tiran­
do el perpendículo del ángulo C sobre A B , se de­
mostrará también que CB es menor que el quar 
drante : luego cada lado es menor que eí quadrante. 

No al contrarío, porque tres lados meno­
res , que el quadrante pueden tener un ángulo ob­
tuso. 

CO-



COROLARIO. (FIG. 2.) 

í Si en el triangulo BAC, dos ángulos BAC, 
BCA son obtusos, y el tercer ángulo B es agudo, 
los lados B A , BC opuestos á los ángulos obtusos, 
serán mayores que el quadrante, y el tercer lado 
opuesto al'ángulo agudo, será menor que el qua­
drante, porque todos los ángulosdeltriangulo opues­
to ADC (def. 3.) serán agudos: luego cada uno de 
sus lados será menor que ei quadrante \ luego (def. 
1.) A B , B G son mayores que quadrantes, y AC 
menor. 

PROPOSICION X I V . T E O R E M A . 

S i un triángulo esférico ABC tiene un lado AC 
no menor que quadrante, y por contérminos dos 
ángulos • B A C , BCA obtusos, el tercer ángulo 
B será también obtuso (fig. 2.) 

s 

DEMOSTRACION. 

i el ángulo B no es obtuso, será recto ó agu­
do. No es recto, porque siendo los ángulos BAC, 
BCA de una especie obtusos 5 la hypotenusa ó lado 
A C (p. 11.) será menor que el quadrante, que es 
contra lo supuesto. No es agudo, porque los tres 
ángulos de un triángulo opuesto ADC { defi. 3,.):se-
rían agudos y entonces AC sería (p.. 13.) menorque 
el quadrante, que es asimismo contra lo supuesto: lue­
go el ángulo en B es obtuso. 

C CO-
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(..: COROLARIOS. 

• i Si los ángulos DAG DCA son agudos, y el 
lado AC del triángulo ADC no es menor que el 
quadrante , el tercer ángulo D será obtuso, porque 
en el triángulo opuesto ABC los ángulos BAC, BCA 
(def 3.) son obtusos, y AC es (por sup.) no me­
nor que quadrante : luego (por esta p.) el ángulo B 
es obtuso: luego su igual D (def. 3.) será obtuso. 

2 Si el lado A D es menor que el quadrante, 
y- los ángulos D obtuso, y DAC agudo, el ángulo 
DCA es agudo; porque en el triángulo opuesto; 
CAB los ángulos B y CAB (def. 3.) son obtusos, 
y el lado AB mayor que quadrante: luego (por 
esta p.) el ángulo ACB será obtuso, y DCA agudo. 

PROPOSICION X V T E O R E M A . 

E n el triángulo obliquángulo que tiene cada uno 
de sus lados mayor que el quadrante, ó el uno 
quadrante, y cada uno de los otros mayor que 

- el quadrante, sus tres ángulos serán obtusos 
(fig- 7-) 

5ea el triángulo ABC cuyos tres lados sean ma­
yores que quadrantes, y el menor de ellos BC digo 
que cada uno de sus ángulos es obtuso. 

Cortese BD igual al menor lado BC y tírese el 
arco DC. 

D E 
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DEMOSTRACION. 

"En el triángulo isócdes D B C , los lados I?C 
BT> son mayores que quadrantes: luego (p.8.) los án­
gulos BDC, BCD serán obtusos, y mas lo será BCA. 
Del mismo modo se demuestra que el ángulo B es 
obtuso. Mas porque en el triángulo ABC el lado 
BC es mayor que el quadraate y los ángulos en B y 
C son obtusos, el tercer ángulo A (p. 14.) será 
también obtuso que es lo primero. 

Lo segundo, sea cada uno de los lados A B , AC 
mayor que quadrante, y la base BC sea quadrante. 

Cortese B D , igual á BC y tírese el arco DC, 

DEMOSTRACION. 

En el triángulo BDC los lados B D , BC son qua­
drantes, luego (p. 8.) los ángulos BCD, BDC se­
rán redos, luego el ángulo BCA es obtuso. 

Del mismo modo se demostrará que el ángu­
lo B es obtuso, y el tercer ángulo A (p, 14.) es 
asimismo obtuso. 

No al contrario, porque el triángulo ADC (fig. 
2.) cuyos tres lados son menores que quadrantes, 
puede tener el ángulo D obtuso, y el triángulo, 
opuesto ABC tendrá (def. 3.) sus tres ángulos ob­
tusos , y el lado AC menor que quadrante. 

CO-
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COROLARIOS. 

i Si en un triángulo D A C , dos lados D A 
DC son menores que quadrantes, y el tercer lado 
AC no es menor que el quadrante, el ángulo D , 
opuesto al mayor lado, es obtuso, y los dos res­
tantes agudos 5 porque en el triángulo opuesto ABC, 
los lados A B , CB.(def. i . ) son mayores que qua­
drantes, y el lado AC (por sup.) no es menor qué 
el quadrante, todos sus ángulos son obtusos: lue­
go (def. 3.) el ángulo en D es obtuso, y los ángu­
los D A C , DC A agudos. 

• 2 Si en el triángulo obliquángulo algún ángulo 
fuere agudo , algún lado será menor que el quadran­
te: porque si todos fuesen mayores que quadrantes, 
ó dos mayores que quadrantes y uno quadrante, to­
dos los ángulos serían obtusos. 

CAPITULO I I . 

DE LOS TEOREMAS F U N D A M E N T A L E S 
para las resoluciones de los triángulos esféricos . 

rectángulos. 

JBdN los triángulos rectángulos esféricos el lado 
opuesto al ángulo recto se llama , cqmo en los rec­
tilíneos, hypotenusa, y los otros se quedan con el 
nombre general de lados. 

<4¿J P R O -
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PROPOSICION X V I . T E O R E M A . 

En el triángulo esférico rectángulo A B C , cuyos 
tres lados son menores que quadrantes, el seno 
lie ¡a hipotenusa AB es al seno del ángulo recto 
C o radio: como el seno del lado BC a l seno del 
ángulo agudo opuesto BAC (fig. 8.) 

S e a D cl centro de la esfera, y las rectas D A , 
D B , DC comunes secciones de los circuios A B , BC, 
AC , del punto B tirense las rectas BE , BF perpen­
diculares á los radios D C , D A y será BE seno 
del arco BC y BF seno del arco B A , tírese l a 
recta FE. 

DEMOSTRACION. 

Porque el ángulo C es recto, será el plano BDC 
(def. 3.) recto al plano A D C y la recta BE que 
es perpendicular al radio DC lo será (def. 4. 1. 11. 
EucL ) al plano A D C : luego ( defín. 3. 1. 11 
Eucl.) el ángulo BEF es recto, y por tanto igual al 
ángulo esférico C. Asimismo porque k los planos 
inclinados A D C , ADB los corta el plano BFE 
recto (p. 1 8. 1. 11. Eucl.) à el uno A D C y de las 
secciones BF, F E , la una BF es (por const.) per­
pendicular á la común sección A D , lo será tam­
bién (Sch.p. 19 . I . n . E u c . ) la otra F E : luego 
(def. 5. 1. 11. Euc.) el ángulo BFE es el de la 
inclinación de los planos A D B , ADC el qual (def. 
3.) es igual al ángulo esférico A . 
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Finalmente en el triángulo plano BFE, la hy-

potcnusa BF al seno del ángulo recto BEF es (p. 
3. de la Trig.) como el lado BE al seno del án­
gulo opuesto BFE 5 pero los ángulos B E F , BFE 
son iguales à los ángulos esféricos C y A : y BF, 
BE son senos de los lados BA BC: luego el seno 
de la hypotenusa BA al seno del ángulo C ó ra­
dio es como el seno del lado BC al seno del ángu­
lo" opuesto BAC. 

E S C O L I O . 

... En el triángulo CBG (fig. 6 . ) rectángulo en B 
que tiene el ángulo BCG obtuso, también ¿on pro­
porcionales los senos de los ángulos con los Jados 
opuestos ; porque en el triángulo rectángulo ABC 
el seno del ángulo recto ABC al seno de la hy­
potenusa AC es como el seno del ángulo agudo 
ACB al seno del lado opuesto AB como se ha de­
mostrado } pero los ángulos A C B , BCG y los la­
dos A C , CG y A B , BG cada dos tienen un mismo 
seno (def. 3. de la Trigon.) porque son unos de 
otros complementos al semicírculo: luego el ra­
dio al seno de la hypotenusa CG, es como el se­
no del ángulo BCG, al seno del lado opuesto BG. 

T R O -
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PROPOSICION X V I I . T E O R E M A . 

E n el triángulo esférico rectángulo ABC el seno-
del lado AC con termino al ángulo A es á la 
tangente del lado CB opuesto á dicho ángulo, co­
mo el seno del ángulo recto C ó radio á la tan­
gente del ángulo A. (fig. 9.) 

'el punto C, tirese la recta CF perpendicular al 
radio DA que será seno del lado A C , y sobre DC 
levántese la perpendicular CE en el plano del cir­
culo BDC que será tangente del arco CB por encon­
trar á DB prolongada en E : tirese la recta EF 

9-) 

DEMOSTRACION. 

Los ángulos FCE, CFE del triángulo plano 
EFC se demuestran como en la antecedente ser 
iguales á los ángulos esféricos BCA, BAC. 

Mas, porque en el triángulo plano ECF el lado 
CF es (p. 2. S. 2. de la Trig, p.) al lado CE como: 
el radio á la tangente del ángulo CFE y CF es seno 
del lado C A , CE tangente del lado C B , y los án­
gulos pianos ECF, EFC iguales á los esféricos C 
y A , se sigue que CF seno del lado CA es á CE; 
tangente del otro BC como el seno del ángulo recto 
ó radio à la tangente del ángulo A y alternando, é 
inviniendo &c. 

C A -
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CAPITULO H I . 

PE L A RESOLUCION D E LOS T R I A N G U -
los esféricos rectángulos. 

JLldn los dos teoremas del capitulo antecedente se 
funda toda la resolución de los triángulos esféricos 
rectángulos 5 pero antes de pasar á ella se deben no­
tar las observaciones siguientes. 

O B S E R V A C I O N E S . 

1 Siempre que en la analogía entre la hypote-
nusa, ó conocida, ó que se busca, se funda ía re­
solución en la proposición 1 ó por ser la proporción 
de senos de lados.á ángulos opuestos, y al contra­
rio: pero quando la hypotenusa no entra en la ana­
logía , se fundará en la proposición 1 , por ser en­
tonces la proporción de senos á tangentes, y al 
contrario. 

2 Quando en un triángulo esférico CGF rec­
tángulo enG (fig. 10.) que se pretende resolver, no 
tuviese cabida con los tres términos, conocidos una 
de las dos analogías dichas; se prolongarán los la­
dos G F , y CF que comprehenden uno de los án­
gulos oblíquos hasta los puntos E y L , de modo, 
que tanto E G , como C.L sean quadrantes, y jun­
tando los extremos E y L con el arco de circulo 
máximo E L , resultará un triángulo ELF rectángu­
lo en L cuyos lados, y ángulos serán iguales á los 

del 



del triángulo dado CGF , ó i sus complementos. 
Efectivamente, si se prolongan los lados CG , y E L 
hasta que concurran en H } se tendrá que por ser 
GE un quadrante, y el ángulo CGF ó su vecino 
E G H rectos, será (Cor. 2. p. 8.) el punto E po­
lo del arco CG, el arco E H un quadrante, y el 
ángulo en H recto, y (escol. p. 11.) será el arco 
C H otro quadrante : luego (defi. 3.) el punto C es 
polo de LE y el ángulo C L H ó su vecino FLE es 
(p. 8.) recto. 

Supuesto esto, es evidente que el ángulo L , 
es igual al ángulo G por rectos, el ángulo EFL 
igual al ángulo CFG por verticales opuestos. E l 
lado LE que es complemento de L H lo es también 
del ángulo FCG de quien el arco L H ( defi. 3.) es 
medida; F L es complemento de CF, y el ángulo 
E cuya medida es G H es complemento de CG por 
serlo también el arco G H : luego se verifica que las 
partes del triángulo CGF , son iguales á las del 
triángulo EFL ó á sus complementos. 

Del mismo modo en el triángulo CBA prolon­
gando los lados FC y GC que comprehenden el án­
gulo GCF hasta cumplir los quadrantes G A , y FE, 
tirando el arco de circulo máximo AB que prolon­
gado concurra en K con la prolongación del lado 
FG , se tendrá como en el triángulo anterior que las 
partes del triangulo CGF son iguales á las del trian­
gulo ABC, ó á sus complementos, lo qual se de­
muestra como la antecedente. 

De lo dicho concluiremós, que habiéndose de 
resolver un triángulo F G C , en quien no tenga ea-

D bi-



Jbida la analogía de la proposición 16 ni la de la 
i j r se recurrirá á uno de los dos triángulos ELF ó 
ACB y en los quales aplicando la analogía que les 
corresponda (observación i . ) se conocerán las par­
tes de estos triángulos, y por medio de estas, las del 
triángulo propuesto. Estos dos triángulos que llama­
remos en lo succesivo complementarios, * son de 
un uso muy frequente en las resoluciones de los trián­
gulos esféricos rectángulos. 

3 Las proposiciones 10 y 11 sirven para de­
terminar la especie de los lados, y ángulos de los 
•triángulos rectángulos exceptuando dos casos: el pri­
mero es quando dos ángulos son rectos, ó dos la­
dos quadrantes: porque en este caso nada puede de­
terminarse del tercer ángulo ó lado, mas que este es 
medida del ángulo. 

El segundo es quando se conoce solamente un 
•lado de los que comprehenden el ángulo recto, y 
su ángulo opuesto, como (fig. 6.) en el triángulo 
ABC rectángulo en B si se conoce un lado BC, y 
su ángulo opuesto A , y no se sabe otra cosa, esto 
es, ni la especie de la hypotenusa A C , ni del otro 
lado ÁB ó ángulo opuesto; dicho triángulo está in­
determinado : porque en el triángulo opuesto BCG, 
«1 ángulo en G es igual al ángulo A , el lado BC, 
común á entrambos, y el ángulo en B también recto: 
luego si se busca la hypotenusa , no sabemos si es 
A C , ó su suplemento al semicírculo CG. 

P R O -
' *• Hemos substituido ¡os complementarios di­
chos , á ¡os- del Autor, por parecemos estos mas 
generales, y mas claros, aunque en la realidad sean 
los mismos. 



PROPOSICION X F I I L P R O B L E M A . 

Bado un /ado GF del triangulo rectángulo' FGC,. 
y su ângulo opuesto C hallar primero ¿a bypo-
tenusa CF (fig. 10.) 

<A hypotenusa se supone ha de ser menor 
que el quadrante, (p. 16.) Como el seno del ángulo 
G , es al seno del lado opuesto CF asi el radio ó 
seno del ángulo recto G al seno de la hypotenu­
sa CF. 

2 Para hallar el lado GC será su analogía (p. 
i j r ) como la tangente del ángulo C á la tangente 
del lado GE asi el radio al seno del lado GC. 

3 Hallar el ángulo GFC: se buscará la ana­
logía en el complementai F L E , en quien se cono­
ce el lado FE complemento al quadrante del la­
do conocido G F , el lado L E complemento de H L 
que es conocido por ser medida del ángulo cono­
cido GCF, y el ángulo L recto: luego (p. i 6 ) el 
seno de FE que es coseno de F G , es al radió, 
como el seno L E que es segundo del ángulo GCF 
es al seno de L F E , ó de su vertical opuesto GFC» 

PRO* 



P R O P O S I C I O N XIX. P R O B L E M A . 

Dado el ángulo GCF, y el lado con termino C G 
bailar primero el lado GF (fig. 10.) 

HLfA analogía es (p. i j r ) como el radio, al seno 
del lado GC; asi la tangente del ángulo GCF á la 
tangente del lado GF. 

a hallar la hypotenusa, se buscará la propor­
ción en el triangulo FLE (p. i f ) en quien se cono­
ce LE complemento de L H medida del angulo 
GCF conocido, y el ángulo E porque lo mide al 
arco G H complemento de CG conocido: luego el 
radio es al seno de L E que es segundo de L H ó 
del ángulo GCF como la tangente del ángulo E 
que es segunda de GC, á la tangente de FL que es 
segunda de la hypotenusa CF. 

3 Hallar el angulo GFC, se buscará la analo­
gía en el triangulo ABC (p. 16.) en quien se co­
noce el ángulo BCA por vertical al ángulo GCFj 
el lado CA complemento de CG y el ángulo recto 
B : luego la proporción será, el radio al seno de la 
hypotenusa AC que es segundo de CG, como el se-
no del ángulo BCA, ó de su vertical GCF, al seno 
del lado A B que es segundo de BK medida del 
ángulo GFC. 
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P R O P O S I C I O N XX. P R O B L E M A . 

Dada ¡a bypotenusa CF , y el ángulo GCF hallar, 
lo primero el lado GF (fig. 10.) 

roporcion (p. 16) el radio es al seno de la hy-
potenusa CF, como el seno del ángulo GCF, al 
seno del lado GF. 

2 Hallar el lado C G , se buscará la analogía 
en el triangulo FLE (p. 17) : como el seno del lado 
L E que es segundo del ángulo GCF es al radío, 
asi la tangente de FL que es segunda de CF á la 
tangente del ángulo en E que es segunda de CG. 

3 Hallar el ángulo GFC se dirá (p. XT') en el 
triangulo ABC como el radio, es al seno del lado; 
BC que es segundo de la hypotenusa CF asi la tan­
gente del ángulo BCA ó de su vertical GCF, es á; 
la tangente de AB que es segunda de BK medida 
del ángulo GFC. 

PROPOSICION X X L P R O B L E M A 

Dados los lados CG y GF hallar primero el án* 
galo GCF (fig. 1 o.) 

roporcion: (p. 17.) el seno del lado CG, al ra­
dio , como la tangente del lado GF á la tangente del 
ángulo GCF. 

2 Hallar el ángulo G F C , se dirá: (p. i j r . ) 
como el seno del Lado ÇF al radio, asi la tan­

gen-



gente del lado CG, á la tangente del ángulo GFC. 
3 /Hallar la hipotenusa A B , se buscará la- pro­

porción en el triangulo FLfr (p. 16.) como el ra­
dío es alieno de la hypotenusa kF que es segunda 
de GF , asi e! seno del ángulo E que es segundo de 
GC, al seno del lado FL que es segundo de la hy­
potenusa CF. 

PROPOSICION XXII. P R O B L E M A . 

Dada la hypotenusa CF, y el lado CG, bailar lo 
primero el ângulo GFC (fig. 10.) 

JProporcion: (p. 16.) como el seno de la hypote­
nusa CF, al radio asi el seno del lado CG, al se­
no del ángulo GFC. 

3 Hallar el ángulo GCF se dirá en el triangu­
lo FLE (p. i f . ) como la tangente del ángulo E que 
as segunda del lado CG, á la-tangente del lado F L 
que es segunda de CF, asi el radio, al seno del la­
do EL que es segundo del ángulo GCF. 

3 ^ Hallar el lado GF, se tendrá la analogía en 
el triangulo FLE ( p. 16.) el seno del angulo E que 
et? segundo de CG, es al seno de FL que es segun­
do de CF, como el radio al scno^de la hypotenusa 
EF j que es segundo de FG. 

P R O -
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PROPOSICION X X I I L P R O B L E M A . 

Dados ¡os ángulos GCF, y GFC ha/lar lo prime* 
ro ¡a bypotenusa CF (fig. 10.) 

a proporción se hallará en el triangulo FLE 
(p. i f ) como la tangente del ángulo L F E es á la 
tangente del lado LE que es segunda del ángulo 
GCF , asi el radio , al seno de F L , que es segundo 
de la hypotenusa CF. 

2 Hallar el lado GF se buscará la proporción 
en el triangulo FLE (p. l ó . ) y se dirá, como el 
seno del ángulo LFE, es al seno del lado LE que 
.es segundo del ángulo GCF , asi el radio, al seno 
de la hypotenusa FE que es segundo de FG. 

3 Hallar el lado CG se buscará la analogía 
en el triangulo ABC: (p. 16.) como el seno, del án­
gulo BCA, ó GCF, al seno del lado B A : que es 
segundo del ángulo GFC, asi el radio al seno de 
CA que es segundo de CG. 

ESCOLIO. 

Quando los datos de un triangulo rectángulo qué 
se quiere resolver son mayores que quadrantes, co­
mo en el triangulo CBG (fig. 6.) rectángulo B , efü 
quien los lados CG, y BG son mayores que' quít-
drantes^y el ángulo BGG eS obtuso, se tendrá' h* 
analogía en el triangulo CBA , porqbe' en él ,-los-la­
dos AC j y AB son menores que quadrantes por su-

J-'. • •= ^ pie- i, 



plementos de los dos mayores CG, RG 5 el lado co­
mún á uno, y otro triangulo, y el ángulo A igual 
al ángulo G, luego por uno de los Problemas ante­
cedentes, se resolverá el triangulo A B C , y se ten­
drá conocido el triángulo CBG: de donde resulta 
que aunque sean dos de los lados de un triangulo 
rectángulo, mayores que quadrantes, podrá Supo-
flerse por un instante (para hacer las prolongacio­
nes de los triángulos complementarios) que los tres 
lados del triangulo dado son menores que quadran­
tes, por ser como se ha visto, unos de otros su­
plementos al semicirculo, ó porque los arcos mayo­
res de 90 grados, y ángulos obtusos, no tienen 
otros senos, tangentes ni secantes que los de sus su­
plementos al semicirculo, como se dixo en la trigo­
nometría plana. 

PROPOSICION XXIV. P R O B L E M A . 

"Resolución de los triángulos quadrant ales (fig.i 1.) 

T 
JL riangulo quadrantal es el que tiene un quadran­

te óareode 90 grados por uno de sus lados, y aun­
que no es rectángulo, se resuelve por un triangulo 
rectángulo del modo siguiente. 

Sea lo primero el triangulo ACB en quien se 
dan los lados AC CB menores que quadrantes, y 
.dl lado AB quadrante, y será el ángulo ACB obtu-
so (cor. 1. p. 15.) y los ángulos CAB CBA agu-
40s: alargarserellado AC hasta cumplir el quadran­
te A B j y tírese el. arco BD, el qual es medida (def. 
3.>'içl ángulo A. En 
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En el triangulo CDB (p. 8) rectángulo en D 

se conoce CD por ser complemento al quadrante de 
AC y la Kypotenusa CB: luego (por la p. 22. ) se 
hallará el ángulo CBD, el qual restado del ángulo 
recto ABD quedará conocido el ángulo ABC. 

Si se pide el ángulo A se buscará en el rectán­
gulo CDB el lado BD y su valor es el ángulo A. 

Para hallar el ángulo ACB se buscará en el 
triangulo el ángulo DCB, y su complemento á dos 
rectos será el valor del ángulo ACB: y respectiva­
mente se hará lo mismo con los otros datos. 

Lo segundo, si en el quadrantal ABE se dá el 
lado AE mayor que el quadrante, y BE menor, 
se tomará A D igual al quadrante AB y se tirará el 
arco BD y quedará formado el triangulo BDE. 

Si se pretende el ángulo ABE quitando del ar­
co A E el quadrante A D quedará DE conocido, y 
con la hypotenusa BE se hallará en dicho triangulo 
el ángulo DBE, el qual añadido al recto ABD com­
ponen el ángulo obtuso ABE. También BD es medi­
da del ángulo A,y hallado este lado se conoce dicho 
ángulo, y el ángulo E es conran á entrambos trián­
gulos. 

Lo tercero, si cada uno de los lados AB, CB 
del triangulo ACB (fig. 2.) es mayor que el qua­
drante AC sus tres ángulos (p. 1 5.) serán obtusos, 
y en el triangulo opuesto ADC los lados A D , DC 
son menores que quadrantes, por complemento á 
los semicírculos de los lados AB CB, y los ángulos 
D A C DCA agudos complementos á dos rectos de 
los obtusos BAC BCA el ángulo D es obtuso igual 

E (def. 
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(def. 3.) á B y el lado AC común á entrambos es 
quadrante: luego resolviendo este como se ha dicho 
en el primer caso, quedará resuelto el triangulo 
ACB: y de lo dicho se infiere el modo de resolver 
el triangulo quadrantal con qualesquiera otro dato. 

CAPITULO I V . 

DE LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES 
para las resoluciones de los triángulos esféricos 

obliquangulos. 

PROPOSICION XXV. T E O R E M A . 

E n qua!quier triangulo esférico ABC los senos de 
los lados AB AC son proporcionales con los 
senos de los ángulos opuestos C y B. (fig. 12. 
y 13-) 

J Caiga desde A la perpendicular A D . 

DEMOSTRACION. 

J l L n el triangulo rectángulo BDA son proporcio­
nales (p. 16.) el radio al seno del lado AB como 
el seno del ángulo B al seno del perpendículo A D . 

Asimismo en el triangulo rectángulo ADC son 
proporcionales el radio al seno del lado AC, como 
el seno del ángulo C al seno del perpendículo A D , 
y como (p. 16.1. 6. Euc.) el rectángulo de los ex­
tremos es igual al de los medios, y los extremos son 

- , unos 
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unos mismos en las dos proporciones, serán los dos 
rectángulos de los medios iguales entre sí: luego el 
rectángulo de los senos del lado AB y ángulo B, 
es igual al rectángulo de los senos del lado AC y an­
gulo C: luego sus lados son reciprocamente propor­
cionales (p. 14. 1. 6. Euc.) como el seno del lado 
AB al seno del lado AC asi el seno del ángulo C 
al seno del ángulo B , y al contrario. 

Lo mismo se demuestra aunque el perpendícu­
lo A D caiga fuera j porque en este caso los ángu­
los ACB ACD tienen un mismo seno. 

PROPOSICION X X V I . T E O R E M A . 

E n qualquier triangulo esférico ABC los senos de 
los segmentos BD DC que hace el perpendícu­
lo A D en la. base BC son reciprocamente pro­
porcionales con ¿as tangentes de los ángulos'so­
bre la base B y C (fig. 13.) 

T T 
JLios segmentos siempre se han de tomar desde ca­
da ángulo sobre la base basta el perpendículo, aun­
que este caiga fuera del triangulo. 

DEMOSTRACION. 

Ea el triangulo rectángulo B D A son proporcio­
nales (p. i f ) el radio al seno del segaieoto3D co­
mo la tangente del ángulo B á la tangente del la­
do A D . 

Asimismo en el triangulo rectángulo A D C , es 
co-



como el radio al seno del segmento DC, asi la tan­
gente del ángulo C á la tangente del lado A D , y-
como en las dos proporciones los extremos son unos 
mismos, los medios como se demostró en la antece­
dente , serán reciprocamente proporcionales como el 
seno del segmento BD al seno del segmento DC, asi 
la tangente del ángulo C á la tangente del ángulo 
B, y al contrario. 

P R O P O S I C I O N X X V I I . T E O R E M A . 

E n qualquier triangulo esférico ABC los -senos de 
¿os ángulos verticales B A B D AC son- propor­
cionales con los senos segundos de los ángulos 
sòbfe la base B y C (fig. 13.) 

DEMOSTRACION. 

JL Ja el triangulo rectángulo A D B son proporcio­
nales (p. 19. n. 3,) el radio al seno segundo del' 
lado AD como el seno del ángulo B A D al seno se­
gundo del ángulo B : y asimismo en el triangulo, 
A D C el radio es al seno segundo del lado A D co­
mo el seno del ángulo D A C , al seno segundo del 
ángulo C: luego (p. 11. L 5. Euc.) el seno del án­
gulo BAD al seno segundo del ángulo B es como el 
seno del ángulo PAC al seno segundo del ángulo C, 
y al contrario. 

PRO-
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! PROPOSICION X X V I I I . T E O R E M A . ^ 

qualquier triangulo esférico BAC /w senos sé^ 
gunúos de ¡os ángulos verticales B A D DAG son 
"proporcionales con las tangentes segundas de los 
Luios AB AC (fig. 13.) - . • 

DEMOSTRACION. . : . 1 

T a 
x2dn el triangulo rectángulo BDA es el radio al se­
no segundo del ángulo B A D como la tangente se­
gunda del lado A D á la tangente segunda deHadâ) 
AB. Y asimismo el radio al seno segundo del ángu­
lo DAC es como la tangente segunda del lado A D , 
á la tangente segunda del lado AC : luego como 
el seno segundo 4el)]ángHlp- BAI)^ al seno segundo 
del ángulo DAC asi la tangente segunda del lado A B 
á la tangente segunda del lado AC. •• 

PROPOSICION X X I X . TEO,REMA. ' 

Ên qualquier triangulo esférico BAC los senos 
segundos de los lados A B AC son proporciónale^ 
con los senas segundos de los segmentos de ¿a 
base BD DC (fig. 13.) 

DEMOSTRACION. 

{m el triangulo rectángulo BDA es el seno según-
do de A D al radio, como el seno segundo de A B 

a! 
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al seno segundo de BD. Asimismo en el triangulo 
rectangdl© ADC el settò segundo1 de A D al radio 
es como el seno segundo de AC al seno segundo de 
DO; luego (p. • 11. I . 5. Euc.) el seno segundo 
de AB al seno segundo de BD es como el seno 
segundo de AC ai seno segundo de DC, y al con­
trario. 

LEMAS PARA . L A PROPOSICION S I G U I E N T E . 

L E M A I . (f ig. 1 4 ) 

ó"/ la recta EG tirada del centro corta por medio 
- el' >arèo ÊQC cortará por medio á su cuerda 

BC y será perpendicular á ella. 

- DEMOSTRACION. 

orque los arcos BG GC son ( por suposición) 
iguales los ángulos en E, lo serán también (p. 29. 
1. 3. Euc.) y porque son iguales los lados EB EC y 
ét-^ó^p-Wotniírí ' , ' táâ'báses^BO OC (p. 4 1. 1. 
Euc.) serán iguales , y asimismo los ángulos en O, 
y por tanto rectos: luego &c. 

L E M -
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- L E M A 2. ( f i g . 1 5 . ) 

S i por el vértice A del triangulo isóceles esférico 
CAD pasa la recta A M paralela á la cuerda. 
CD , dicha recta M A tocará á la esfera en que 
está el triangulo ACD. 

JPor los puntos ACD describase el circulo CD A , 
y tírense las cuerdas AC A D . 

. • ' » 

DEMOSTRACION. 

Porque la recta M A es paralela á CD, el án­
gulo M A D será igual á su alterno CD A (p. 29. 
1. i .Euc.) (p . S 1. 1. Euc.) á su igual C: luego 
porque el ángulo M A D es igual al de su segmento 
alterno C , la recta M A será tangente al circulo 
ACD cotno se rvcñere de la (p. 32. 1. 3. Euc.) y 
por consiguiente á la esfera. 

L E M A 3. ( f ig . i t f . ) 
E n los triángulos isóceles ABC AEF el plano del 

circulo maxífno AGD que divide por medio el 
ángulo vertical A cortará igualmente, y en án­
gulos rectos las bases BGC EDF y sus cuer­
das BC EF que también son paralelas, 

DEMOSTRACION. 

J S n los triángulos esféricos BAG CAG los ángu­
los en A son (por sup.) iguales,como también los 

la-



K4P 
lados AB A C y el lado AG-común: luego (p. T.) 
las bases BG GC son iguales , como también los 

íángüJos m. G f por consiguiente rectos,: y el plano 
del citculó BGC es recto Al plano del circulo A G D . 

•„ • Semejantemente se demuestra que las bases ED, 
DF son iguales, y los ángulos en D rectos. 

A mas de esto la recta CO (¡em. i . ) á la linea 
fââãàiâe & al centro: pero esta linea es(def. i ) cô -
mun sección délos circuios AGD BGC: luego CO 
es perpendicular á la sección común de los planos 
AGD CGB y poManKo (def. 4. 1. 11 Euc.) es rec­
ta al plano del circulo AGD. 

-f;r Pel mismo' modo se demuestra que FL es recta 
.ó perpendicular ai plano AGD Í luego (p. 6. 1. 11. 
tEuc;) las lineas CO, FL ó las cuerdas BOC ELF 
¡son paralelas. 

<• ( , , PROPOSICION XXX. T E O R E M A . 

E n qualquier triangulo esférico ABC son propor­
cionales el rectángulo de los senos de los lados 

• ' ,BA jBC que incluyen, el ángulo vertical B al 
Y-, .quadrado del. radio, como el rectángulo de los 
. senos de. las diferencias de dichos lados, y. la 
_ semisuma de los tres al quadrado del seno de la 

mitad, de dicho ángulo vertical (fig. i ^.) 

JP ro íonguese ql menor lado BA, y córtese BQ 
igual á EC y BH igual á AB y A D QE iguales 

„á la base AC, divídanse por medio los arcos A Q 
J^Q en los puntos R y L , y porque AQ es.diferen-

- i . . cia 
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cia de los lados AB BC será RA la semidifcren-. 
cia y BR ( c. p. 4.Trig, p.) semisuma de lbs la-*T 
dos AB BC, y porque AQ y QD juntas so» igua­
les á la base AC sus mitades RQ QL , esto es, LR 
será la semibase, que junta con BR semisuraa de los 
otros dos lados quedará BL igual á la semisuma de, 
los tres: luego L A será diferencia entre el lado me­
nor BA y la semisuma de los: tres BL y LQ di ­
ferencia entre el lado mayor BC ó su igual BQ y 
dicha semisuma. 

Dense los arcos del circulo máximo A I H QFC, 
y sus cuerdas A H QC, y. divídase el ángulo verti­
cal B por medio con el plano del circulo máximo 
BOF que (lem. 3 . ) cortará dichos arcos , y sus 
cuerdas por mitad, y en ángulos rectos, y será 
H O seno del arco H I y CP seno del arco CF 
(defl 3.) ,,./•.. , ; 

Dense asimismo AE Q D y por el punto „I«;y* 
centro del máximo BAE la recta L N G que (lem. i . ) 
cortará dichas cuerdas por mitad y en ángulos rec­
tos en los puntos N y G y será AG seno del arco 
A L y Q N seno del arco Q L . 
" A mas de lo dicho, dense las rectas E H DC y 

porque las rectas A H QC y también A E QD son; 
paralelas (lem. 3.) los planos de los triángulos H A E 
CQD que pasan por estas lineas son paralelos (p. 1 5. 
1. 11. Euc.) 

Finalmente describase un circulo al rededor del 
triangulo H A E y por el vértice A del triangulo 
isóceles ADC dése la recta M A paralela á la cuer­
da DC que»'(lem. a.) será tangente á la«esf^en.e l 

í F pun-
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punto A, y porqué es paralela á la cuerda DÇ y 
toóa al plano del triangulo HAE..estará en el mis-
mó plano con el (cor. p. 16. 1. n . Euc.) lue­
go la M A que toca á la esfera en A tocará tam­
bién á el circulo H A E en el mismo punto: esto 
supuesto. 

DEMOSTRACION. 

En los triángulos H A E CQD porque son pa­
ralelas'AH QC ( lem. 3.) también A E QD los án-
gulôs H A E CQD son iguales (p. j o . 1. 11. Euc.) 
y por la misma lo son M A E QDC pero el ángulo 
M A E : es iguai al ángulo A H E fprmado en el seg­
mento alterno ( p. 32.1. 3. Euc.) luego (ax. 1.) se-
rán igualês A H E i QDC y (p. 32. 1.. 1. Euç.) sus 
lados proporcionales como A H AE asi DQ á QC 
^ i g. í; p Euc.) HQ mitad de H A á A G mi-' 
tad de A E asi QN'mitad de QD á CP mitad de 
CQ: luego (p. 16.1. 6. Euc.) el rectángulo de los 
entremos O H PC es ¡igual al de los medios A G 
Q N . Asimismo çn losJjfiángulos esféricos BIH B f Ç 
r̂ citftigxkob en' t.y F son proporcionales (p. 16.) co-
rtio el sebo de fa hypotenuse-BH 'ftl radio, asi el se­
no del lado HL al seno del ángulo opuesto I B H y 
oomo el seno de^la hypotenusa :jBÇ al radio, asi el 
seno del lado FC al seno del ángulo CBF: luego 
^p. ; 2'§i'iv 6i Euc.)- el.rectangulò.de los senos de; los 
ládôà';BH 6 BA su igualé y BC al quadradordel 
radió' es como el rectángulo de los senos OH-PC al 
^aadrad^idet-senô del ángulo CBP. mitad. ;de A^Ç, , 

rflUí] 'i] r pe-
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pero el rectángulo de O H PC se ha probado igual 
al de AG Q N : luego si en lugar de aquel se toma 
éste quedarán proporcionales el rectángulo de los 
senos de los lados BA BG al quadrado del radio¿ 
como el rectángulo de los senos AG Q N de las di ­
ferencias de los lados BA BC , y de la-semisuma 
de los tres lados aí quadrado del seno de la mitad 
del ángulo vertical ABC. 

CAPITULO V. 

D E L A RESOLUCION D E LOS TRIANGULOS 
esféricos obliquangulos. 

HLfos mas de los problemas siguientes han menes­
ter para- sus resoluciones el perpendículo con que se 
divide el triangulo obliquangulo en dos triángulos 
rectángulos j y en uno de ellos se busca el segmen­
to de la base , ó ángulo vertical que forma el per­
pendículo , y en el triangulo obliquangulo se con­
cluye la resolución , hallando el lado ó ángulo que 
se busca. 

R E G L A S P A R A E L P E R P E N D I C U L O . 
( Fig. 13-) 

En qualquier triangulo ABC el perpendículo 
A D siempre ha de caer del extremo de un lado co­
nocido B A sobre el otro BC que incluye el ángulo 
B conocido, para que asi haya en el triangulo A D B 
á mas del ángulo recto dos cosas conocidas , que 
son él lado A B , y el ángulo obliquo B. 

N o -
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? , Notesè, que "en dos problemas de los siguientes 
se hallará poderse echar el perpendículo con las 
condiciones dichas de dos maneras,, y de qualquie-
ra. que se use se obrará biçn , conociendo la especie 
dé los ángulos adyacentes al lado sobre que cae : en 
los otros cae solamente de una parte, de que se d i ­
rá en sus lugares. 

Si los ángulos B y C sqn de una especie ( p . i 2) 
el perpendículo cae dentro del triangulo , y es de 
la especie de dic{l0s áiTgulcs j y si son de diferente 
especie cae fuera , y es de la especie del ángulo ex-
jerno :; advirtiendo, que el perpendículo quando cae 
fuera, puede .ser á una y otra, parte, mas nosotros 
lo echamos siempre opuesto al ángulo conocido. . 
- z ' - ' V ' i i r ' •• : ' : .• •" : • • -

: PROPOSICION XXXI . P R O B L E M A . 

Qctdos ¿os lados AB , BC , y el ángulo intermedio 
~ . 3$.Jel triangulo obliquangulo ABC hallar quql-
. j ¿quier ángulo (fig. 13.) : 

JPara hallar el ángulo C el perpendículo debe 
caer;^t^safr^meídet ángulp no conocido A gue 
no se busca. " . •": ) 

«..; ; En el triângtjlo rectángulo BDA con la hypo-
-íenusa AB y el ángulo B se hallará el segmento 
•JBD con la analogía siguiente ; ( p. 20. n, 2 . ) como 
ífel: seno,.:segando del ángulo B al radio ,. asi la tan-
rúente-üégW.tia. d-e? AB'íá la tangente segunda del 
segmento W)* este segmento se conocerá el otro 
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segmento GD, restando en el primer triangulo BD 
de la base BC, y en el segundo restando la base BC 
dei segmento B D : para hallar el ángulo C se hará 
la proporción siguiente : (p. 13) como el seno J)Ç 
al seno del segmento B D , asi la tangente del án­
gulo B á la tangente del ángulo C que se busca. 

Quando por la prop, y cor. del cap. 1. np se 
conoce la especie del ángulo C la mostrará la ope­
ración $ porque si el segmento hallado BD es me?-
nor que la base BC , el perpendículo A D cae den­
tro del triangulo, y el ángulo C es de la especie 
del conocido B : mas si dicho segmento es igual á 
la base BC, el ángulo C será recto, y el lado A C 
coincidirá con el perpendículo. 

Pero si el segmento BD es mayor que la base 
BC el perpendículo A D cae fuera , y el ángulo C 
será- de contraria especie del conocido B , para lo 
qual se tendrán muy presentes las proposiciones 10 
y 1 1 , porque por ellas se conoce la especie del 
segmento B D , como asimismo la del ángulo ver­
tical BAD. 

Si se busca el ángulo A , debe caer el perpen­
dículo del ángulo C , y con los segmentos de AB, 
se hallará con las analogías antecedentes. 
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P R O P O S I C I O N X X X I I . P R O B L E M A . 

J}ados los iádó¡$y$¿B-j BC ,:y el ângulo intermedio 
"' i : B , hallar el ládo A C (fig. 12.) 

' é t -ñ p'erpendicülo, ha de caer del ángulo no cono­
cido A , sobré él lado conocido BC , ó del ángu­
lo no conocido C , Sobre el lado conocido AB. 

BusqUese por la analogía primera de la ante­
cedente los segmentos BD , D C , y por la prop. 29 
se formará la proporción siguiente para hallar el 
lado AC. Como el seno segundo del segmento B D 
al seno segundo del segmento D C , asi el seno sê -
gundo der lado AB , al seno segundo del lado AC. 

: P R O P O S I C I O N X X X I I L P R O B L E M A . 

Dados los ángulos A y B , y el lado intermedio A B 
hallar el otro ángulo Q (fig. 13. ) 

uírfl perpendículo cae del ángulo conocido A so­
bre eHado no conocido BC , ó del ángulo conocí-
do B , sobre el ládo no conocido A C . 

En el triangulo rectángulo B A D , se busca el 
ángulo D A B , con la hypotenusa A B , y el ángulo 
B 5 la analogía es de la proposición 20 n. 3. Como 
el radio al seno segundo del lado A B , asi la tan­
gente del ángulo B á la tangente segunda del ángulo 
D A B . 

E l ángulo hallado se resta del ángulo BAC , y 
~ - > Ü ' el 
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el residuo es el ángulo D AC en el triangulo prime--
ro i pero en el segundo;el ángulo, dado BAC se res-, 
ta del hallado BAD , para tener el vertical CAD. 
Con los ángulos verticales BAD DAC, y el ángulo B 
dado se hallará el ángulo C con la analogía siguien­
te : ( p. 26.) como el seno del ángulo B A D , al se* 
qo del ángulo DAC , asi el seno segundo del ángu­
lo B , al seno segundo del ángulo C, 

Quando no se conoce la especie del ángulo C 
hecha la analogía primera, si el ángulo hallado 
B A D es menor que el dado BAC , el perpendícu­
lo cae dentro : si es igual , el ángulo C es recto, 
y., si mayor el perpendiculo cae fuera , y se conoce 
la specie'de dicho ángulo. 

PROPOSICION X X X I F . P R O B L E M A . 

Dados los ángulos A y B , y el lado intermedio 
A B hallar qualquiera de los lados opuestos, 
( % i 3 - ) 

ara hallar el lado AC ha de caer necesariamen­
te el perpendiculo sobre el lado BC no conocido, 
que no se busca. 

Hállense los ángulos verticales como en la an­
tecedente , y por la.( p. 28.) se hará la propor­
ción siguiente para, hallar el lado AC. Como el se­
no segundo del ángulo B A D al seno segundo del 
ángulo C A D , asi la tangente segunda del lado A B 
á la tangente segunda del lado AC. 

Si se busca el lado BC debe caer Q! perpendícu­
lo 
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lo del ángulo B sobre el lado Á C , y si no se co­
nócela especie del ángulo C , se obrará como se 
dixo al fin de la antecedente. 

t. 

P R O P O S I C I O N XXXV. P R O B L E M A . 

Eaclos los lados AB A C , y un ángulo opuesto B 
hallar el otro ángulo opuesto C. (fig. 13.) 

ll^roporcion : ( p. 25.) como el seno del lado A C 
al seno del ángulo opuesto B , asi el seno del lado 
A B al seno del ángulo opuesto C que se busca , pero 
es menester saber la èspecie del ángulo C, por seme­
jante razón á la que se dió en el Sch. p. 13.1. a. 

P R O P O S I C I O N X X X V I . P R O B L E M A . 

Dados los lados AB A C , y en ángulo opuesto B 
hallar el ángulo intermedio A ( fig. 13.) 

perpendículo debe caer del ángulo que se bus­
ca A , y es menester saber la especie del ángulo C. 

Busqüese el ángulo B A D con la analogía 1. de 
Ia propos. 32. y ( por la p. 28.) son proporciona­
les , como la tangente segunda del lado A B á la 
tangente segunda del lado AC , asi el seno segundo 
del ángulo B A D al seno segundo del ángulo C A D . 
Súmense en el triangulo 1. los ángulos BAD C A D 
Hallados j, y la suma es el ángulo BAC que se pide; 
mas en el triangulo segundo el residuo de dichos 
ángulos-s.erii el valer del ángulo BAC que se busca. 
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P R O P O S I C I O N X X X V I I . P R O B L E M A . 

Dados ¿os lados A B , AC y en ángulo opuesto B 
hallar el tercer lado BC (fig. 13.) 

ú perpendículo cae precisamente sobre el lado 
BC que se busca, y es menester conocer la especie 
del ángulo C para saber si el perpendículo cae den­
tro 6 fuera del triangulo. 

Busquese con la proporción primera de la (p. 31.) 
el segmento B D , y para hallar efotro segmento se 
hará la analogía siguiente: (por la p. 29.) como el 
seno segundo del lado AB al seno segundo del lado 
A C , asi el seno segundo del segmento BD al seno 
segundo del segmento DC. 

Súmense los segmentos hallados, y el agrega­
do será el valor del lado BC en el triangulo prir 
tnero 5 pero en el triangulo segundo se restará el 
menor segmento del mayor, y quedará el lado B C 
conocido. 

P R O P O S I C I O N X X X V I I I . P R O B L E M A . 

Dados dos ángulos B , y C y un lado opuesto A B 
bailar el otro lado opuesto AC (fig. 13.) 

roporcion : (p. 25.) como el seno del ángulo C 
al seno del lado opuesto A B asi el seno del ángulo 
B al seno del lado opuesto AC que se busca. 

Pero es menester saber la especie del lado A C , 
G por-



porque en los triángulos ABD, ACD (fig. 13. trian­
gulo segundo) siendo los lados AB , AC iguales al 
semicírculo tendrán los ángulos B y A C D ( p . 
iguales, y el ángulo D común, y también el lado 
A D opuesto á dichos ángulos iguales: y si se hace 
la analogía antecedente 5 como el seno del ángulo 
B ó de su igual ACD al seno del lado opuesto A D 
asi el seno del ángulo D al seno del lado opuesto, 
hay la ambigüedad si el lado que se busca es AB ó 
su complemento al semicírculo AC, por lo qual se 
necesita saber la^pecie del lado que se busca. 

PROPOSICION XXXIX. P R O B L E M A . 

Dados ¡os ángulos By C y un lado opuesto AB ha­
llar el lado intermedio BC (fig. 13.) 

d perpendículo ha de caer determinadamente so­
bre el lado BC que se busca, y es menester saber 
sj este lado es menor ó mayor que quadrante. 

Busquese como en la primera operación de la 
p. 31. el segmento BD y (por la p. 26.) serán re-
ciprocajnente proporcionales como la tangente del 
ángulo C á la tangente del ángulo B si el seno del 
sêginento BD al seno del segmento DC. 

La suma de los segmentos B D , DC es el lado 
BC que se busca en el triangulo primero, pero en 
el segundo es el residuo de dichos segmentos. 
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PROPOSICION X L . P R O B L E M A . 

Dados ¡os ángulos B y C y el lado AB opuesto á 
tino de ellos, hallar el otro ángulo A (fig. 13.) 

jCLil perpendículo debe caer precisamente del án­
gulo A que se busca. 

En el triangulo rectángulo BDA se conoce la 
especie del segmento BD ( p. 11.) y la del ángulo 
vertical (p. 10.) opuestos B A D : mas para conocer 
la del segmento DC ó del vertical DAC es menes­
ter saber la especie del lado AC. 

Hállese con la proporción primera de la p. 33. 
el ángulo B A D : y para hallar el otro ángulo se ha­
rá (por la 2 ? . ) la analogía siguiente: como el se­
no segundo del ángulo B al seno segundo del ángu­
lo C asi el seno del ángulo BAD al seno del ángu­
lo D A C , con lo qual se conocerá el ángulo A. 

í 

PROPOSICION X L L P R O B L E M A , 

Dados los tres lados hallar qualquier ángulo (fig. 

JEm el triangulo ABC valga el lado AB 55 gra­
dos 30 minutos: el lado BC 40 grados 12 minutos, 
y el lado AC 54 grados, y 18 minutos; buscase el 
ángulo A. 

Añádanse á los complementos aritméticos de los 
seno$ 4? los lados, que eomprehenden el ángulo que 
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se busca, los senos de los residuos hallados entre ca­
da uno de dichos lados, y la semisuma de los tres, 
y la mitad de esta suma es seno Logarítmico de la 
mitad del ángulo comprehendido. 

Lado menor incluyente AC.54o. iS 'C.A. 00939. 
Lado mayor incluyente AB..55 . 30 C.A. 00840. 
Lado BC 4 ° • •12' 

$uma délos tres lados. . 150 00. 
Semisuma. ^5 00. 
Residuo de la semisuma y 

lado AC 20 42. . . 9.5483. 
Residuo de la semisuma y 

ladoAB 19 30. . . 9.5234. 

Suma de Ips quatro Logaritmos 19.2462. 
Semisuma de dichos Logaritmos 9.6231. 

Esta semisuma es seno de 24 grados, y 50 mi­
nutos j y su duplo 49 grados y 40 minutos es el 
valor del ángulo A que se pretendia. 

. La razón de esta practica es semejante á la que 
se püso al fin de la p. 5. de la Trig. p. y se funda 
en la (p. 30.) de esta Trigonometría, 
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L E M A PARA L A PROPOSICION S I G U I E N T E 

(% 18.) 

Dado un triangulo DEF cuyos vertices E , D , F 
sean polos de los arcos BC, BA, A C : se forma­
rá otro triangulo BAC en los polos A , B , C de 
¡os lados DF , F E , E D , cuyos tres lados serán 
suplementos al semicírculo de los tres ángulos 
del triangulo DEF, y los tres ángulos del trian­
gulo A B C , serán suplementos de los tres lados 
del triangulo DEF. 

HLío primero; por ser el punto E por suposición, 
polo del arco BC, y el punto D polo del arco AC, 
el punió C distará igualmente del punto E , que del 
otro D : luego el punto C (def. 2.) es polo del arco 
E D 5 por igual razón lo son el punto B , polo del arco 
E F , y el punto A del arco DF. De donde resulta 
que por ser el punto C polo del arco GEDL , será 
CL (def. 2.) quadrante: por serlo B del arcoNEFK, 
será BKotro quadrante: luego BK+LCrmi80o, es­
to es B L K C + L K — 180o pero LK es (def. 3.) me­
dida del ángulo D E F , y BLKC es suplemento del 
arco L K : luego también lo es. del ángulo DEF de 
quien LK es medida, y por consiguiente el lado BC 
del triangulo ABC es suplemento del ángulo opues­
to E. Lo mismo se diria de los otros dos lados A B 
y AC respecto á los ángulos F , y D. 

Lo segundo, siendo por hypotesi el punto D 
polo del arco A G H C , será (def". 2.) D H un qua-

dran-
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drante ^ por ser el punto F polo del arco A N M B , 
será FM otro quadrante : luego M F + D H ~ i 80o 
estoes, MDFH+DF=: i8o0 pero M D F H es me­
dida del ángulo A , y este arco es suplemento del 
lado D F : luego el ángulo A , es asimismo suple­
mento del lado DF. Lo mismo que se ha dicho del 
ángulo A respecto de el lado D F , se diria de los 
otros dos B , y C respecto de los lados EF , y DE. 
A i triangulo ABC, llamaremos en adelante, suple­
mental. Se hará uso de este triangulo suplemental, 
quando en el triangulo obliquangulo que se preten-
diere resolver, se diesen conocidos solamente sus tres 
ángulos. 

E S C O L I O . 

Por lo demostrado en el Lema antecedente se 
hace manifiesto que un triangulo esférico obliquan­
gulo, está suficientemente determinado por sus tres 
ángulos conocidos, pues por ellos, se conocen los 
tres lados de otro triangulo, que (p . 30) lo de­
termina, y por consecuencia, queda también deter­
minado el otro. 

N O T A. 

Se ha omitido el Lema del Autor, y en su l u ­
gar, se ha substituido este del suplemental por la ra­
zón dicha en la Nota de los complementarios. 

PRO" 
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PROPOSICION X L I I . P R O B L E M A . 

Dados ¡os tres ángulos de un triangulo, hallar 
qualquier lado. (fig. 19.) 

S e a el triangulo A B C en el qual se conocen los 
ángulos A de. 49o grados 40 minutos B de ^3 gra­
dos 33 minutos, y C de 76 grados, 40 minutos y 
se busca el lado BC. 

Del Lema antecedente se colige , que dados los 
tres ángulos de un triangulo esférico obiiquangulo, 
nos podremos valer para la resolución de otro trian­
gulo, cuyos tres lados sean suplementos de los tres 
ángulos del triangulo dado : lo qual se hará del mo­
do siguiente. 

Tómese los suplementos al semicirculo de los 
'tres ángulos de triangulo dado ABC, y serán los 
valores de los tres lados del triangulo suplementa!} 
súmense los tres suplementos; á la suma saqúese la 
mitad, y se tendrá la semisuma 5 réstense los su­
plementos de los ángulos B , y C adyacentes al lado 
BC que se busca de dicha semisuma, y se tendrán 
las diferencias de estos á la semisuma de los tres 5 y 
continúese la operación como en el problema ante­
cedente: esto es, 

Suplemento al semicir-^ 
culo del ángulo Cm: >Comto.ArÍL0.Log0 0.01186 
i o 3 o 2 o / . « y-

Su-
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Suplemento al mismov̂  
del ángulo Bz=z 106o >Comto.AríL0.Log0 o.o 1815. 

Residuo de la semisuma, y del suple--^ , 
mento del ángulo C—66° 43' $0" .. / 9 - 9 0 3 I 3 
Residuo de la semisuma, y del Suple--» , 
mento del ángulo B—63o tf' 3 0 " . X 9 ' 9 5 2 2 0 , 
Suma de los quatro Logaritmos 19.94540. 
Su mitad es Logaritmo seno de 69o 54/. 9.9^270. 
Duplo del valor hallado 139o 48' cuyo suplemen­
to á 180o es el valor del lado BC que se busca, 
esto es BC=4o0 12/. 

F I N. 
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